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9.6 Fourier Serileri

Bu kesimde matematigin birgok dallarmda ve uyguiamal alanlarmda
stk stk kullanilan trigonometrik Fourier Serileri tanit:lacak ve bu serilerin
yakinsakhg tizerine belli olan baz1 yakmsaklik testleri tizerinde duracagz.

Tanim 9.6.1 : e, €R(n=0,1,2,...}, b, € R (n=0,1,2,...) ve up(z} =
g, u,(2)} = aycosnz 4+ bysinne (n=1,2,...) olmak tizere

o0 5 X2
f—;ﬁ " ; (b COS N + by, SINNT 5= "20 Un(x) (9.54)

brciinindeki fonksryon seriye trigonometrik sert adi verilir.
1 ’ - -
i,cos:r, sinrx,. .. cosnr,sinne, ... {9.55}
fonksiyonlar sisternine trigonometrik sistem, a,(n =0,1,2,...) veb,(n =
1.2. ...) sayanrina de (9.55) serilerinin kaisaylary denir.

Lemma 9.6.2 : (2.55) trigonometrk fonkiyonlar

A
(a) | cosnxcosmady =0,m #n,mn=0,12,...;
-

(h)

sinarsinmadr =0m#nmn=12,...;

o ——

w
{¢) [ cosnrsinmmady =0,m.n=0,1.2,...;
—a

w hig
(d) [ coe nede = [ sinnxde =m,n=12,...
i —n
ozelliklere saluptiv.
Ispat: (a), (b). (c) ve (d) esitliklerinin dogrulugu Ornek 6.4.11 de verilusistis.
o
Teorem 9.6.3 : Eger, (9.54) serisi R dzerinde dizgtin yakinsak ve toplaim
Fx) 1se, yani

%
ag

flz)= > - zn,, cosit + b, sinnr, reR (9.56)

=0
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i5€ .
G =aqulfl= :. j f(x)cosnade,n=20,1,2,...
. X T
ba=bulf} = = /f(ir}sinrwdr,n 1 S SR (9.57)
T
dir.

Ispat:  {9.56) esithiginin sag yanmdaki seri R iizerinde diizgiin yakimnsak
olduguna gore, Teorem 9.3.23 geregince bu seri [, 7] uzerinde terim terime
integrallenebilirdir. Buna gore,

f flr)dy = / (E-E . Z Uy COS T + by, sinn)de
it === o , =0

Ml

L3 ~ w a
fn 4 w g
£y dv + Za,, ] cos nady -+ by, / sinnrde[Lenma 0.6.2 den)
" n=0 r

K

W
|

a
= Tag == Og = % [f(;l:)d;v

bulunny.

(U.56) esitliginin her iki yanu R tizerinde smirh cos ma{veya sin ma) fonksiy-
omt ile carpildaginda elde edilen esitligin sag yammudaki seri de R iwzervinde
diizgiin vakmmsak kalacaktir. Elde edilen bu esitligin her iki yanmm [—= o)
araligmda integrali alimrsa-

11 1 A
L ;
f(r)eosniadr = (= cosmu -+ E a,, 60s N cosma -+ b, sinna cosmaldr
= a = . =i}
?l'l e it A
ap) . ‘ p ,
=g cosmadae + a, | cosnwcosmzdr 4+ b, | sinnzcosmaedr

—x = e —r

[Lemma 9.6.2 den] = 7a,, = @ = L [ F(x) cos mada
i

3 —=a

bulunmy. .
Benzer sekilde, b, = 1 [ f(r)sinmadsy esitliginin dogru oldugn

-
ispatlanabili. O

Not: Eger, (9.50) esitliginin sag yamndaki seri R tizerinde (noktasal)
vakinsak ise bu serinin toplam olan f fonksivonunun R iizerinde tanmmh 24
perivotiu bir fonksivon oldugu aqiktu. »
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n
Tamim 9.6.4 : Ejer, bir f fonksiyonu igin [ [(x)cosnadr(n =0.1,2...)

ve f Yiz)sinnzde (n=1.2,...) iniegralleri meveut ise, e,(n = 0,1,2....)
e b,.,u = 1,2,...) f nin (9.57) ile tanamlanan Fourier katsaydan olmalk
=

tizere 5 + E: @, cos i+ by, sinnx bicimindeks trigonometrik seriye f fonksiy-
n=0

onunun Fourier serisi (veya actlima) denir.

o0 |
, —
Jlx)~ -;2-Q+Lancosn:r+ b, sin nx (9.58)
' n=0

bigimende gostertlir.

Tanim 9.6.5 : Kapal: ve swarhi |a,b] C R araliGuun o = _ Xp €% e €
¥y = b olacak sckilde bir P = {29,%,...,%Za} parcalanmas verlsin. Eger,

(1) Her [C,y) C (wp—1,m)(k = 1,2,...,n) arahie igin f € R[(,nl;

X
{2) [ flz)dz, k= 1,2,....n integralieri mutlek yakmsaktir

xi-1

kosullar: saglanzyorsa, f, |a, b) iizerinde mutlak integrallenebilirdir denar.
Bu durionda, f nin |a, bl &m:dcki integroli

b

[ iz=3- [ s

P !.=be_l

tanemy e verilir.

Not: Eger. f fonksiyonu |-, 7] fizerinde mutlak integrallenebilir ise,
Vi€ [—w,w] icin

() cosnir| < |f(@)], 1 f(a) sinna] < [f(2)]

' .
egitsizliklerinden f f(z)cosnzdr(n = 0,1,2,...) ve f flz}sinnzda(n =
) mtegmllumm de mmtlak vaksak olduklan gorulmekt.echr Demdn
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ki, {—m, ] tizerinde mutlak integrallenebilir her f : [—m, 7] — R fonksivonu
icin (9.57) ile verilen ifadeler anlam tagimakiadic. »

Fourier serileri ile ilgili esas problemler sunlarduir:

(a) (9.58) bagmtisinm sag yanmndald seri hangi kogullar altmda yakin-
sakti?

“(b) Hangi kosullar altinda bu seri, aym bafintmn sol yanindaki f(x)
fonksivonuna esithir.

Bu problemlerin genel (,Pva.plan Reel Analizde G@retilen Lebesque inte-
grasyon tecrisine dayanmaktadir. Biz burada bu konuya girmeyip Fourier
Serilerinin noktasal yakinsakhigy ve bu yakinsamanm karakterini belirleyen
basit kosullar! juceleyecegiz.

Tamm 9.6.6 : ai(k = 0,1,2,...,n}, &u{k = 1,2,...,n) reel sabii saplar
olmak tizere

T(t) =% 4 aicost+bysint+ ...+ a,cosnt + by sinnt

= %L oo ;2;1 ¢y cos kt + by sin kt (9.59)

bicirnindeki ifadelere teinsinden trigonometrik poltnom veya trigonometrik

toplam denzr.

a;, + b3 370 {yani, a, ve b, saylarindan hic degilse bir tanesi sifirdan farkh)
ise T'(t) polinomu n. derecedendir denir ve T),(#) ile gosterilir

Tanim 9.6.7 : f, R vzerinde taniml 27 periyotiu herhangi bir forksiyon ol-
sun. ep(n=0,1,2,...)veb,(n=1,2,...) seyilar: f nin (9.57) ile tanwmlanan
Fourier katsaylar olmak tzere :

Sa(w) = Sn(fiz) = Eﬂ 4§ Z oy cos ka + by sin bz (060}
i k=1

¢

seklinde n. derecoden trigonometrik polinoma | nin n.dereceden Fourier
polinomu veya | nin Fourier serisinin n. dereceden kismi teplam:
denir.
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Lemma 9.6.8 : : Hern € N sayst icin

si.u(n-i—%}t . )
2 e Jt IE- gk : 3!:: Z 15¢,
+Cost 4+ cos2t + ... + cosnt = 25t 0t € \{2kn : k€ Z} ise
?HF% , L€ {2kn: k€ Z} ise
(9.61)

Bl

bugeniis dogrudur.

Ispat: YVt € R\ {2kn : k& € Z) icin

: sin "1 cos B4
cost+cos2t+ ... Fcosnt = = -

sin £
clduguna gore ¥t € R\ {2k : £ € Z} icin

) 1 sin®F¢cos it
cost+onsdt+ .. +eosnt= — + —
2 sin

1O e

oldugu elde ediliv. Vi € Z icin
e 1
lim (=4 costd-cos2t+...+cosnt) =n+ =
t—2kn 2 2

oldugu acikti. O

Lemma 9.6.9 : f, R «zerinde tanwndi 27 periyotle bir fonksigon olsun.
Bu durumda, f nman Fourier seristnin n. ks toplama icin, D) = 2+

cost +oeos 2+ . 4 vosnt alinal {zere

Solfim) = %\/f[;v—l—t)l?,&t)dt

- %/[;‘(ﬁz)ﬁuf(z%)}@_(t)dt (9.62)

baginiis dogrudur.
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fspat: (9.57) formiilleri kullanihrsa

g coska + b sinka = ;/f{_t}cosktdtcoska' - ;r]l /f(t}siukfdt sin kx
l”: -
= ;r—/_f(f]((m kt cos Er + sin Ltdt sin k)t

= % /j(f} cos k(t — x)dt

=

vazilir. Aynca, ay = -}; f(i)dt olduguna gore (9.57) dikkate alindiginda

2

(9.60) tan

S fix)= %jf(t)dl‘—l— Z ‘3;]_ /f(f) cos k(t - x)di
i/ =1 T
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/f(f)[ + vcosl.(t - 1:] dt [(9.61) den|
-1
= -Tl;ff(t)Dﬂ(t = z)dift ~ = u denirse]
= / flz +u)Dy{u)du

B

[integrant 27 periyotiu hir fonksiyon oIduQunde;m] |

= %/f(:r + 1) Dy {u}dulu = t denirse]
-1 f f(z + 1) D (£)dt[6. Boliim, Problem (26)(e)dan |

== % ftf(‘” + £)Dp(2) + fz — t]Dﬂ('—t)]dt[bu(_'t: = a(t) ;)ldugundan ]
0

= 1 [if(w + ) + flo— )] Dalt)ds O
0
" Not: Teoremdeki D, (¢} fonksiyonuna Dirichlet cekirdegi, % f fla+
-

t)D,(t)dt integraline de Dirichlet Tntegrali adi verilir. Her n € N icin |
L [ D,(t)dt = 1 oldugu aciktir. e

Teorem 9.6.10 (Riemann): Kapali ve sl [a, b] - R aralifinda mutlak
integrallencbilen her g : |a, b — R fonkszyonu icin

b
lim f glu) cos pudn = lim f g(w) sin pudu = 0
P20 : p—o

dar.
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ispat: Once, teoremi g € R[e,b] durumunda ispathyahm.

 [a, b araligimn bir P = {zq,21,...,2,} parcalanmas verilsin. g € Ra, Y]
=> ¢ [a, 8] aralifinda simrhdir. = my(g) = inf {g(u) = 2%1 < u <z} ve
Mi(g) = sup{g(u) = zp-; Su L 2} (k = 1,2,...,n) saylan sonludur ve
Vu € [2g-1,Zs] igin

git) - m(y) < Mi(g) — mrlg) = wilg), k=1,2,...,n

oldugu aciktir. Ustelik p > 0 ve Yk =1,2,...,n i¢in

ET .
‘ / p—— d“l B |Smpzk —psmpz:;,; S;

Tp—1

olduguna gore,

[bg(u)cosmzu =3 f 9(u) cos pu du

a kﬂl:‘k

k=1

=1 Z /[g(u) mx(g)] cos pu dﬂ'l'zmk{g) / cos pu du =
p>0icin - -=

T

h n Tk N
|/ o) cosprd < 3 j o) — mus(o) cospul du+ 3 mala)| | |eosyul du

k] Tk -1

< Zwuiglrﬁn += Zj Imifa)|

P
oldugu elde edilir.
g € Rla,b] = Ve > 0 36 = d(e) > 0 Byle ki [a, b] nin ||P}) < § olacak
bicimde her P = {20, 21,...,Zn} [mrcala.nmasl icin Zw;,(g JAzy < § dir.

Ote yandan, ;}—}—1[20 1 .. 0 olduguna gore 3pp = p(e) > 0 oylelu Vp > fo icin
/
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T
%Z [my(g)| < § olur. Demelk ki, {e,b] nin ||P}] < dp olacak sekilde he
; {10}1 1,000, Tn ) parcalanmast ve Vp 2> g icin
b
| [ stwcaspudul < 5+ =¢
g{ie} cos pudu| < gyt
1]

b
olur. Bu da, ‘lim‘f glw) cos pudu = 0 olmas) demektir.

4]

Benzer sekilde, g € Rla, bl dur wmunda ;lun ji: g{u) smpicdu, = 0 oldugu
gnsteulﬁ*blhr

Simdi, g fonksiyonunun [e, b] tizerinde mutlak integrallenebilir oldugunu
kabul edelim. Genelligi bozmadan, ¢ nin [a,b] arah@inda, drnegin, yalmzea
bir # = b noktasmda smierz cldugunu gozonune alalmn.
Her € (0,0 — a) i¢in

b b— b
[ g{u) cos pudu = [ alw) cospu du + / gl) cos pu du

o 7S y b—1j

b
oldugn aciktir. Her n € (0,6~ a) icin [ |g{u)|du integrali yakinsak {Hic
¥ tr—n
degilse Has ohnayan integral anlammda ) olduguna gove ¥z > 0 3 < (0.5 —

a) 6yle ki Vp > C icin

b o
I / g(u) cospu dir| < f lg(u)|du < 3
?J«uaml Ly
olur. Yukarnda gosterildigi gibi
b—apy

g & Ria, b= Jpp =ple) > 06ylekiVp 2 ppicin | [ glu)cospu du| <

it

HY

5 vazilabilir.
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Buna gore, ¥p > py icin

h- i
| /q(ﬂ cos pudu| < | / g{u) cospu du| + | ] g(n) cos pu du|
a b=
< : + S E ==»
22

lim g{w) cos pudu = O
p—+ou

b
e, Benzer sekilde, li{ll_l [ g(t) sin prudie = 0 oldugn ispatlanabilir, O
Pty

Sonuc 9.6.11 :-n. 7] arelgmnde mutiok integralleniebilir bir f - [—w, 7] —
R jow.lmzymmnun (J.a?) tle verien Fourier katsayplarvun n — o then bimat-
lerd sifrdar. yond

i
lim ff(t)co» na da = lim ff(.t}sin na dx =0
ne-200 iL—-oc

tiiii

Simdi. [~, a] arab@nda mutlak integrallenebilir 2z periyodin f : R —
R fonlsiyonumun (S, ( f; x}) Fourier kismi toplamiar dizisinin yalinsalkllk du-
ruunniin bu fonksiyouun 2 noktas cevresinde aldi degerlere bagh oldugum
gorelim. Su lommay ifade ve ispat edelim.

Lemuna 9.6.12 : Eger, f fonksiyonu [0,a] (0 < a < 27) araliginda mutlal
integrallenelnlir ise. herhangt § € (0, a dgin

i
f If \f)i

28in 3 ,,
0]

integrallerinin kavakierleri aymidur.
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Ispat: f[0,a] arahgimda mutlak integrallenebilir olduguna ;gi:'are 30 € (0,q}
8yle ki, herhangi ¢ € (0,4] icin .f € RI(, 4] olur.

L
25111

2sin £

—— €C|(, 6] = E,me RIC, 8] ve }.ll'nﬂ “—* =1 oldufuna gore,

‘Pi

o e MO 1O

i
231112

olur. O halde, Has olmayan integraller icin karsilastirma testinden lemmada
adi gecen integrallerin karakterleri aymdic. O

Teorem 9.6.13-: 27 periyotluy f : R — R fonfﬂsiyom [fzr,___:'r] ic:zfalajzﬁda
mutlak integrallenebilir ise. onun (S,(f;z)) Fourier kismi toplamlar dizisinin
herhangi bir ¢ € R noktasinda n'— +oc iken yakmsak ya da waksak olmas
f nin bu nokiann komsulugunda aldiugr degerlere bagldar.

Ispat; (9.62) ile verilen S,(f;z) fonksiyqnu 0<d <micin

4

Sn{f? )"‘ f[ T+t +f{3’ t)]D (t)dt-!_ /[f 1'+f +f(1’—t)] u(ijd?

0

seklinde yazilabilir.

Sabit x icin

25m

0, 0<t<o ise

: { _f({j*ﬁi(ziﬂ o<f<7r136,
g(t) =

fonksiyonunu gézoniine alahm. O halde,
g x . ) ”
- /[f( FE)+ f(z—t)]| Do (t)dt = lf (£) o AT dt-i-l/ (1) i A
i ; = o gl .2 =R g 2 |
3 s A % St
yazhr, g{t)sini ve g(t)cos fonksiyonlars [0, #] fizerinde mutlak integral-
lenebilir clacagindan Teore:m 9.6.11 geregince V8 € (0, #] icin

i T

lim _f[f(fn + )+ fle — OID,(8)dE
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olur.
Demek ki, (5,(f;2)) dizisinin incelenmesi problemi yeteri kadar kiiciik
d > 0 icin

% / (2 + ) + f(z — )] Da(t)dt
0

‘integralinin incelenmesine dondistiiviiliir. Bu integralde f niv yalnizea @ nok-
tasin (x — ¢, x + 0) komsulugunda aldigs degerler bulundugundan séy‘lf:uen
teoremin dogru oldugu anlasithr. O

Sonuc 9.6.14 : [, w| arcliginde mutlak integrallenebilir 2r periyodiu f
ve ¢ fonkstyonlars verilmis olsun. Eger, f ve g fonksiyonlart x noklasmmn
yeteri kadar Ligik bir (29 — 9, To + &) komsulugunda egit ise, bu fonksiy-
onlarin Fourier serileri x noktasmda yekinsak yo da waksakler., Yakiasoklk -
durumunda bu serilerin x noktasmde toplamlar: aynadmr,

[, ] arabginda mutlak integrallenebilir bir f : R — R fonksiyonunun
(9.58) ile verilen Fourier sevisi bir « € [—a, 7| noktasinda yalinsak ve toplani

S(x) olsun, yani 2 € [—m, 7] i¢in

ﬂ - "
S{x) = 7 >: 2 COSTIT + by, sinnzT (v.63)
olaun.
Siz) = -11?/ S{z)D, (t)dt
. n ﬂ
olduguna gore F,(t) = f(z +1t) + flx —t) — 29(x) olmak fizere (9.62) den

Sa.(f,z)— S(z) = %f}'}(t}Dn(t)dt (9.64)
-0

seklinde yazilir.
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Teorem 9.6.15 : [—n, 7] arohqumida wutlak integrallenebilir 2n periyodl
f:R — R fonkswjonu de igili olan (9.58) Fourier serisinin bir x € [—7 «)

noktesinda S(x) v yohwnsemasy icin gerek ve yeter kosulun, sabit bir & €

(0, 7} sayise icin

n—ed

5

fii = f () Dalt)dt = 0 (9.65)
O

olmasuder.

Ispat: (9.64) den herhangi bir § € (0, ) says1 icin

3 T '
s 1 1
Salf,2) = Sa) == ] E(0)Du(t)dt + f Fo()Do(t)dt  (5.06)
0 0
biciminde yazlabilir.
F.{1) i F(t)
F.(t) D, (1) = Bain L cos;jsmn.t ¥ Hon %smacnanf
(8 F‘:{t}

ve sabit bir 4 € (0, m) sayisi icin 725 cos 3 ve pEEr sin g : fonksiyonlan 4, 3-}

arabguda mutlak integrallenebiliy olduklzumdau Temem 9.6.10 geregince

f Tr‘l F-.l\ ‘t t ’r' FJ; t - f
“IEE{/ Fo(t) Dy, (t)dt = HIEH (/ 7:,151?- cns—ﬁbm nt dt —{—/ -Si}(.li, 51n§ms-nt dt) = )
3 a a W

olacakti. Buna gire, {9.66) dan

—o0 T

g
lim [S,,(f,2) — S(z)] = lim i/F}(t)Dn(t}dt
Nn—=aos I
0

oldugu anlasihir. Buradan da Teoremde istenen sonueun dogru oldugu gériilir.O

Teorem 9.6.16 (Dini Testr): |—w, w| arahfmda mutlalk inteqrallenebili
f R — R fonksigonunun Fourier serisinin bir x € {—w. 7] noktaside
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S(x) ‘¢ yakmsamas: icin gerek ve yeter kosul sabil bir § € (0, 1) saywst icin
Fi(t) = flx + 1) + f(zx —t) — 25(x) olmak iizere

)
JiEol, oo

0
integralinin yakwmsak olmasidir.

Ispat: Lomma 9.6.12 den dolayi sabit bir 4 € {0, 7) sayi icin

4

1m0l , fIE
0

0

NI"'

integrallerinin karakterleri aymdir, yani

a
Fe(t
/ | i(l _..)'dt vakimsaktir (iraksaktr) <=
0
5
b/

Buna gore. sabit bix & € (O. 7) sayisi icin (9.67) ile verilen integral yakinsak

di‘ vakmsaktir (iraksaltir),

ise

Fait)
25151 T smi-(osnt dt{n = 1,2,...) ve
2
7

t ’ 1
s——roos sinnt di(n=1,2,.. )

integralleri de yakmsaklardir. O halde, Teorem 9.6.10 geregince

&
lim / FAA)Du(B)dt = Jim( sm-msnt dt + F( )t roq~smnt dt)
P—o vl-'ﬁu 2 2 8in "i; 2

a

oldugu elde edilir. Buradan da, Teorem 9.6.15 geregince Teoremde istenen
sonueun dogru oldugu gorilir, © :

[—@. 7] arah@inda mutlak integrallenebilir 27 perivodln f : B — R
fonksivonu icin;



Fourier Serileri 1125

{a) = noktas: f nin siireklilik noktas: oldugu durumda S(z) = flx),

(b) z noktas: f nin 1. cesit siireksizlik noktas oldugn duramda S{z) =
3(fla7)+ £(z7),

(¢} f fonksiyonu 2 noktasinda siirekli ve bu noktada sirasiyla sonln
fi{xt) ve f'(z7) sag ve sol tiirevleri meveut oldugu durumda

S(x) = §(fla~) + f(=1)),

(d} z noktas: f nin 1. cesit siireksizlik noktas: ve bu noktada sonlu

ﬁx—ﬂ—fWﬂ!

fLE) = zl—l-lon t
f ';_(_};'*') - K}E__BO} (.17 T+ t)t_ I(I } (958)

= 2(f(z~)+ f(a*)) olsum

B3 =

limitleri maveut oldugu durumda S(a

(a) durumunda F(t) = flz +1) — flz} + f(x - t) — f{x), (b),{c) ve
(d) durumlarmda S(x) = f(z —t)— f{z ) + flx +t) ~ f(z") oldugu aciktur.
Buna gore, {a) durunmmda

/‘3 Ft), _ f‘ S b t) = f(m) + S =) = £,
F 7% i
g

(h),(c) ve (d) durumlarinda ise

/ﬁ B, /” [flz =) = Fa™) + fla +1) = f)]
t i

yazilabilir.
Eger, herhangi bir sabit § € (0,#) says: icin (a) durummunda

]U oM [’mw 0-F@ly (om0
) =Sl .

0
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integralleri ve (b).(c} ve (d) durumlarinda

& 4
|flz —t) — fla7) b {f )= i)
f t d, 0] t di (9.70)

integralleri yakmsak ise (9.67) ile verilen integral yalkinsaktir.
Yukarida soyiensnleri dikkate aldigimada Teorem 9.6.16'mmn hipote-
zleri saglanmak iizere asafidalki sonuclann dofru oldugunu sdyleyebiliriz.

Sonug 9.6.17 : Ejer, z noktasy { nin streklilik noktas: ve 6 € (0,7 sagse
icin (9.69) integralleri yafnsak ise, f fonksiyonunun Fourier serisi © nok-
tasinda yakinsek ve toplama f(zx) dir.

Sonuc 9.6.18 (Lipschilz Testi): © € R nokiesmnda surekli f - k — R
fon}c.smonu icin & € (0,7) herhangi say: olmak tzere her t € (t—6,¢+0) icin

|flz+1) — f=)] < MP* (9.71)

olacak sekilde v € (0,1) ve M > 0 sabit saplar meveut olsun (Lipschite
"kosuluj. Bu durumda, [ fonksiyonunun Fourter serisi z nokiesimda yekwnsak
ve toplama f(x) dir. '

Gercekten, z € R noktasmda stirekli f : R — E fonksiyoau icin
(9.70) kosulu saglandiginda ¥t & (0, d} icin

[ le—t)— f{1J|<th°ve|f{:c+t )] £ M

egitsizlikleri saﬁlandlglndan ve hu durnmda {9.69) integralleri yakinsak olduk-

larindan dolay: { f Ldt = =" < 00} Sonue 9.6.17 den istenen sonucun dofru

oldugu anlagsil.

Sonuc 9.6.19 Eger, a noklast [ nin I cesii: sureksiziik noktast ve her-
hangi bir & € (0,7) sayss icin (9.70) integralleri yakinsak ise, f fﬁnlsm
onunun Fourier serisi T noktesinde yakwmsak ve topleme 3{f(z7) + flz*t))

SOYING LT,
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Not: f : R — R fonksiyonn —n noktasinda siireksiz ise periyodik
olmasmm sonucu olarak, = noktasmda da siireksizdir. Bu durumda Sonue
9.6.15 geregince j fonksiyonuuun Fourier serisi -7 veya r noktalurinda yakinsak
ve toplann 5(f(w7) + f(77)) sayisina esittir. o

Sonuc 8.6.20 : § fonksiyonu a noktasmnda stirckli ve bu noktada sonlu
fx*) ve f'(z7) tirevleri meveut olsun. Eger, herhangi bir § € (0.x)
sayist icin (9.69) integralleri yoknsak ise, f fonksiyonunun Fourier serisi ©
noktesinda yakwmsek ve toplar f(x) dir.

Sonuc 9.6.21 : f fonksiyonu v nokiesinda stireksiz ve bu noktada f(r—) ve
fla*}) limitleri ve f' (x7) ve fi(a") tirevieri meveut olsun. Eger, herhangi
bir 6 € (0,7) saysi win (9.70) integrelleri yakinsak ise, f fonksiyonunun
Fourier serisi x noktasinda yakinsak ve toplam: $(f(2) + flat)) sapsna
-esithir.

Tamm 9.6.22 : Kapoli ve sinerl |a, 8] arahgnda tanomis f © [a.b) — R
fonksiyonu veritmis olsur.. Fger, [a,b] arahinn

(1} J fonksiyonu {xy _y, ;) uraliklars dzerinde tirevlenebilir,

(2) wyy ve wy noktalaruada sontu flaf ), f(ar) limitleri ve (9.68) tanomi
ile soniu f (x5 ), f _(2y) tdirevleri meveut olacak sekilide bir P =
{x0, 71, ..., 2.} parcalanmast varsa, f fonkstyonu ja, b Ezervinde parpals
tiirenlenebilivdir denir

Sonuc¢ 9.6.28 : [—w, x| eralipnda parcal: tirevlenebiir § fonksiyonen Fourier
serisi her @ € (-, m) noktasinde 1(f(x") + f(x*)) saypsina, r = =1 veye
= noktalarinda ise 3(f(—#*) + f(x™)) sapsina yakmsakiar.,

Ispat: Gercektern, f fonksiyonum [—x, 7] aralgindan ¥ Gzerine periv-
odik (yani, f(x + 2r) = f(r) olacak sekilde) olarak genisletivsek elde edilen
fonksiyou (bu fonksiyona da f diyelin) icin Sonug 9.6.21°u: hipotezleri sajla-
nacakirr, Dolayisivla, her @ € (—w,7) noktasinda f fonksivonun Fourier
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serisi yukinsak ve toplanm %(f(.?") + f{z 7)) sayisina esit olacaktnw. r =
£ noktalarmda ise, Ornegin. @ = 7 noktasmda f nin periyedikligine gore
fle—u*) = f(x) oldugnndan. f fonksiyonun Fourier serisi © = 7 noktasinda
vakmsak ve toplanu %(f(——;r'* ) + f(r™)) sayisina esittiv. O

Ornek 9.6.24 : - f(z) = sinh 2 fonksiyonunun Fourier serisint yazmuz.

Coziim: f(x) = sinh 2 fonksivonu [—#. 7] araliginda siirekli tivevienebilizdir.
Buna gore. Sonue 9.6.23den bu fonksivopun Fourier serisi her 2 € T nok-
tasmda vakimsak ve toplann olan S(2) fonksiyonu 27 perivodlu hir fonlsiyon-
dur. Bir de. x € {—n, @) noktasmda S(z} =sinhz vexr = 7w veya r = 7
noktalannda S{—=) = S(x) = J(sinh(—77) +sinh(w~)) = 0 dwr. Sckil 9.1'de
f{x) = sinhr fonksiyonunun Fourier serisinin S{r} toplam fonksivomumun
grafigi verilmistir.
y

y=sinhix

e

L]
v

i

1ad

|

s i s

. 4

=
M\
- |

3

5,

Sekil 9. 1
Simdi, f(z) = sinhz fonksiyonmnun Fourier serisini bulalm. Her n =
0.1,2. ... icin sinh x. cos nx fonksiyonu tek oldugundan
"
e = ;1; ./ sinha.cosnr da =0

—a
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ve her n = 1,2, ... i¢in sinha. sinng fonksiyonu ¢ift oldugundan dolay

2nsinhw

1 [
e 1 M H "_dj‘:’: -l "——_
by ﬂ_/smh;r sin nr ( )x{1+n2)
-t

bulunur. Buna gore, z € {~m, ) icin

2sinh 7 m(_l)n n
" ! 1+ n?

sinh 2 ~ sinnr

n=
oldugu elde edilir. Buseri [—r, 7] arahgmda siirekli olmasina ragmen toplaimni
bu araligm ue¢ noktalarinda siireksizdir. ¢
Ornek 9.6.25 : f(z) = r fonksiyonunun Fourier serisini bulunuz.

Coziim: Her n=0,1,2,... icin z.cosnz fonksiyonu tek oldugundan

L3
1
u,,=;fa:.cosna:dx’=0

-5

dir. Her n = 1,2, ... icin z.sinnz fonksiyonu cift oldugundan dolayi

w x
1 . ; 2 "
b = —f:a;.mmudrznu-—--/r.smm:dx
T T,
—
p 1
[u = x, sinne dr=dv dersek du = dz,v = g cos na

olduguna gore kismi integrasyondan]
wn

w
2% 2 2
= ——~cosnt|j +— /COS ng dr = (—1)""' =
sl n
G

bulunur. Demek ki, [—=m, 7] arahfnda

fee i(-l)"*% sin na (9.72)

n=1
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dir. f(z) = ¢ fonksiyonunu (—=,7} acik araligindan R {izevine parivodik

olarak geenisletirsek (9.72) serisi bu yeni fonksiyonun Fourier serisi olacaktn .
O lalde,

oldugu elde edilir. Ozel olarak, buradan

S e
s m+1 4

bulunur. ¢

Ornek 9.6.26 : a € R ve |al < 1 olsun. f:[~n,7] = R, f(z) = cosaa
fonkstyonunun Fourier serising bulunuz.
Buna gire, |z| < 1 igin

p ) [ 2
30| B o £r
5 | |(1 - =)
wr )
n=1

olduqunw gosteriniz ( Bkz. Béliim 8, Problem (60)(a)).

Coztim: __(9.57) ifadelerine gore cos ax fonksiyonunun Fourier katsavilarim
hesaplayahm:

x

(=1)sinwa  2a
Cr ‘ot —n?’

1
Oy = ; o8 . cosnx dr =

. |
1 f ,
by = ;/cosax.smmdmeﬂ

Demek ki, her 2 € [—u, x| noktasinda

2asinma, 1 = (-1)
cos o = , A e cosad
T (2012. r ; of — it ¥ 4
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Buradan z — « oldugunda

1 20 1
cotmg — — = — —_— 9.73
n=1
bulunur,
Rl < Dol ol g
ol <ag<1l== =
a* —n? n? — a_%

ve Z ~—~——-=; gserisi yakinsak olduguna gore (9.73) esitliginin sag 3 yamndaki seri
n=1
o ya gore her [ag, o] (0 < ap < 1) arah@inda terim terime integrallenebilir.

Buna gore, her x € (—1,1) icin
2 da
f(cot'fra— —)da = Z/az—nﬂ
n=1

fii SN oy

& Zlniw —ng|l

am;rr:.:: sinrx -
—Zln{l-——-—- Hl‘“;“:

elde edilir. ¢

Uyart 9.6.27 2L periyotlu f : R — R fonksiyonut = 5% degishen degistivmes:
yerdomayla yent ¢ degiskenine gére 2m peritodlu f (1) = FOFE) fonksiyonuna
déndistiiriietilir. O halde, f fonksiyonunun (9.55) sistemine gore

@% e Z ﬁ-n(J? ) cosnd + bﬂ(f )sin-nt

Fourier serisi

~ 7
F d=¢ [ fle).cos BEE. drm=0,1,...
-
{n

fi=f JL fﬂx).siniﬂrf-dx,-nzl,?,..‘(g.?*i)
=g

b
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obnak izerve f fonksiyonunun

1 X . 7T nrTT |, BT
E,COST,SHIT,...,CDE E , 8111 T add
sistemine gore
s
ap(F ) nra

(9.75)

- Zn,,(i? ) cos E%l + b (F )sin

7i=1

2 L

Fourier sevisine, dolaypsiyla, f fonksiyonu icin |—7, 7] arahignde gecerli
olan. Dini Testi (Bkz. Teorem 9.6.16) f fonksiyonu i¢in [—L, L] araliginda
wygun Dind testine donustiuriltr,

Simdli, Fourier sintls ve Fourier kosintis serileri kavramlarim verelim.
f fonksivonn |-, 7] aralifainda mutlak integrallenebiliv 27 periyotlu bir
foukstyon olsun.

[ fonksiyonu cift fonksiyon ise f(—z) = f(z) olduguna gore, her n =
00 B 1. |

atf) = lff(':z:).cosn::: = L V[f(-.z:).cosmr du
T 7r
— ]
(her m = 1,... icin f(2).cosnx cift oldugundan } ve her n = 1,2, ... icin
1
Hl{f)= -?F/ Jf(z).sinng da =0

(her n == 1,2,... icin f(x).sinna tek oldugundan ) olur. Dolayisiyla, f{x)

fouksivom ¢ift fonksiyon ise

Flz) ~ ﬂg(‘j ) + Z a,,(_lf Yeosna
=1

dir. Bu bagintunn sag yanndaki seriye Fourier kosinis serisi denir,
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f fonksiyonmu tek fooksiyon ise f(—z) = —f{z} olduguna gore, her
n=0,1,... i¢in

ta(f) = 0 ve by{f) = '}.-" [f(a:).sinna: dr = %/f(m}.sin na dx
—x 0

olur. Dolayimyla, f(2) fonksiyonu tek fonksiyon ise

Flx) ~ Y bu(f )sinnx

dir. Bu bagintimin sag yamndaki serive Fourier siniis serisi adi verilir.

Not: Yukarida soylenenlerden gorildigii gibi, cift bir fonksiyomin Fourier
actlimunda sinuslit terimler ve tek bir fonksiyonun Fourier acihmmda kosiniislii
terimler (ve sabit terimi) gozitkmes. o

Ornek 9.6.28 : 4 periyothe f : R — R,

i) 0, -2<z<0 ise
EI = .

: %.r 0<er <2 ise
fonksiyonunun Fourter serisini bulunuz.

Céziim: : 2L = 4 == L = 2 olduguna gire (9.74) ten

2 2
; L2 ;
Y i i ; B2 e B o mma i
a,(f} = 2[f(1]ms 5 dz 2/21.003 5 da
. | 0

";3%;5, n tek ise,
0, ncift ise,
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4 2
; 1 : T 1 1
b(f) = 5/;(;-).3111%:&:5 [§ smmdzz
]

2
)"t
- =%
bulunur. Demek ki,
1 on 2 axz  (=1)*' oz
i é[* 72(2n — 1)2 g T 2 ]
a f(=), f, T nokrasinda surekli ise,
H{f(x=)+ f(z+)), £ = noktasinda siireksiz ise
[ fonksiyonunun grafigi gekil 9.2 de verilmistir. o
¥
1
-2.1) (2,1) 6,1)
L Lp® ™ - L] Lt T B
e et . o+ o - o—s X
-6 —4 -2 0 2 4 6
Sekil 9.2

‘Ornek 9.6.29 : f(a) = z fonksiyonunun

{a) [0, 7| eraaifinda Fourier kosinis serisini;

(8) [0, ] arahfinda Fourier sinis serisini bulunuz.
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Coziim: (a) f:[0,7] = R, f(z)= =z fonksiyonunu {—=, x| arahgnda
¢ift olarak ve sonra elde edilen fonksiyonn R tlizerinde tammb 27 periyodiu

s x. Op<w 88
fcx1={_ :

v, —n<r<0 ise

Sekil 9. 3

Bu fonksiyon icin b.(f ) =0, n=1,2,..., a(f )= -?;j a.cosna d
D

L1 -1], n=1,2,..
z € [0, 7] icin

. Ve Q“

N |

ki
f 2. dx = n bulunur. Demek ki,
0

Ml 5

Zl: 21; Y < 008(2n — 1)x

air. r = 0 ozel durumda buradan

T s 4 f;"\ 1 11'2
—_ = () = e e e
2+;1T7n—1) %(izn-l}? 8

oldugu elde edilir.
(b f:[0n] =R, f[f(a}-=

= x fonksiyonunu |—a, 7} arahmnda tek
olarak ve sonra elde edilen fonksiyonn K iizerinde tamml 27 periyodin

7}— , —xSr<nT ise
0, z=~rikm,ke€Z ise
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fonksivouuna genisketelim (Bkz. sekil 9.4)

Sekil 9. 4

CRa
pe ]

T
Bu fonksiyon icin a,(f ) =0, n=10,1,2 )= 2 [z.siunz de =
9
3 51— bulmur, Demek ki, & € [0,x] icin

e iy
E P lnsm na

dur. r = Z ozel durumda, buradan

(—1)"*2. n

1-‘:1

=)
__,,.Z 2k — 1

kel

cldngn elde edilir. ¢
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Coziimli Problemler

Fourier Serileri

(33) a € R, | a |< 1 olmak iizere f(z) = {528 — 7 < g < 7 fonksiy-

onunun Fourier serisini bulunuz.

s e X g i 2 i fn =17
Céziim: 2z =¥ olmak fizere cosx = &t — 3L gingp — €77 o

2 22 2

z2—1

2zi

fla) = eizt a(-1) Lo 1 1

1-—2(1%1'—1—{-(12 2l —az)(2—a) 2'l-az 1-¢
yazilabilir.| az |=] ae” |=| a |< 1 ve | & |=| ae™® |=| a |< 1 olduguna
gore,
a’?lz?‘l - ( )n
el R

esitliklerinden

f@) = (3" = Y2 = (Yo ae™ — ™))

[cinz_e—-:’nz

oo
= = ginnz oldugundan | = 2 a™sinnz oldugu, dolayisiyla,

Va €R, | a|<1veVr e |—n, ] icin

¥ 00
asinz .
5 = E " sin nx
1—2acosz+a '

bulunur.
Sonuncu esitligi [0, z] araligmda integrallersek, Va € R, | a |< 1 ve

Yr € {—m, 7] igin

o T
In(1 - 2acosw + a?) = —2 E 2 cosnw
n

n=|
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esitliginin dogru oldugu gosterilebilir. ¢

{(34) Smursiz ve periyodik

(a) f(z)=In|2cos%|, (b) f(z)=In|2sin% |, |
(¢) flz)=In|2tanZ |, |

fonksiyonlarimin Fourier serilerini bulunuz.

Coziim: In | 2cosZ | fonksiyonu cift olduguna gore, b, = 0, n =
1,2, olur.

1 r T
== ;fln(?cos-j)d:z,—-
0

| § =t degisken degistirmesi yapildiginda]

3
-2—/ QCost)dt—--z-+2/1ncostdt={}
/8
0 0
2 T
G = — /1}1(2(:05 :—;-)cosnzdm
0
[t =In(2cos £), dv = cosnadz denirse,
= sin & L s, _ sinnz
2cos £ n

2
oldugundan kismi integrasyona gore |

w

2 . SN 1 sinnzsin £
= —In(2cos—) +-— ——-—z—dz
T 2 n lo nmw cos~2~
0
Tr -
_ i 5111??’1:91112 d
niw 0032
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[ @ =7 —t degisken degistirmesi yapilirsa)

T

—1)*1 fsinnxzcosZ
— ( ) / e 2 Cl:C
nw . sin¥
—1)1! i n+ Lz  sin(n— iz
G fnioidie o
_ nar 2s8in = 2 sin £
0
- O~ S
S, S [§+Zcoskm+§+Zcoskm]da,u— -
bulunur.
Buna gore Vz € R\{(2k + 1)7 : k € Z} icin
T = COSNT
In | 2cos ~ |= il Jl
n | 2cos 5 | ;( ) =
dir.
Benzer sekilde , Vx € R\{2k7 : k € Z} icin
T = COSnT
i 2ai s =
n | 2sin 5 | ; -

ve Vo € R\{kr : k € Z} icin

cos(2n + 1)z

T oo
In|2tan— |=2 -
| ang[ 2; 2n+1

esitliklerinin dogru olduklar gosterilebilir. o

(35) m periyotlu f : R — R, f(x) = zcosz, 2 € [-%,%] fonksiyonunun
Fourier serisini bulunuz.

Coziim: 2L =n = L = I olur.
f(z) = zcosz fonksiyonu tek oldugundan ( 9.74) ’den a/(f) = G:n =
0,1,2, - olur.

3

4 2
b;z(f) = ;/:I:cos:r.sin2nxdm _—_:,}.

0

zfsin(2n+1)z+sin(2n—1)2] da

(=}
ws
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[ w = 2,dv = [sin(2n + 1)a + sin(2n — 1)z]|dv denirse, du = dx,v =
_cos(2n+l)x  cos(In—1)

T o olduguna gore, kismi integrasyondan |

2 cos(2n + 1) c05(2n
= —{[—a( >, 5. )] lo
T 2n+1 2n —

2n+41

.‘;
/LOH 21 4 e +,) / s(2n — 1)wde}
0

0

2.(“1)”{ 1 1 |

r (2n+1)2  @2u-1)2
16.(—1)"~"
m(dn? — 1)

bulunur. Demek ki, Va: € {—Z, £} icin

1{) ( pye=d
L Cos :,111 2nx
Z =

esitliginin dogru oldugu elde edilir. o
LA T ksl o Y v e iz g [y T ™ w o Mdraws s 5
(36) % periyotlu f : R — R, f(x) = wsin2x,z € [—%. 5] fonksiyonunun
Fourier serisini bulunuz.

Coziinm: 2L =
gore, U, (f) =0,7

u o

= L = 7 olur. xsin2x fonksiyonu cift olduguna
1,2, olar. ( 9.74) 'ten

_’I.
o 4 z 2
ag(f) — [ wsin2udr = —=(wcos 2l — [ cos2udr) = =,
ril " i
0 0
8
an(f) = p / 2 sin 2 cos dnada
0

[Problem (35)’e henzer olarak]

(—1)"2(4n? + 1)
w(dn? ~ 1)

;=12
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bulunwr. f(2) = zsin 2z, v € [-F, ] fonksiyonunun {~Z, X} arahgmdan
R tizerine I periyodik olarak genisletilmesi olan f(z)

(Vz € R icin f(z + g) = f(2) ve fioz z) = fdir)
fonksiyonu R iizerinde siirekli otup x = § + %%k € Z noktalarmda,
tirevli degildir. '

flrn+ h) — fxr) f(—%+h)— f(—%

-
f (:I k‘}-) N hlll})]“‘ h hl-—»t)+ h
= (zsin2z)|eecr = —1,
s i flxr + 1) — Flag) o JUETERYE R
flaw-) = hll{cl)]— h B :}ﬁg— h

= (vsin2z)|=z =1

tiirevleri meveut olduklarmdan Tecrem 9.6.16 geregince her 2 € [—Z, 2]

icin

) 1 8 00 ( l)n l
rsin2r = ;r- + -1; ; m - cosdnz

esitliginin saglandig1 elde edilir. o

(37) f fa)dx mtegrall yakinsak (Has olmayan anlamda) olacak sekilde
—ir
biitiin f : [~7, 7] — R fonksiyonlar kitmesi R*(—, 7) olsun. S,(f;2), f €
f?z(—?r: 7) fonksiyomunun n. dereceden Fourier polinomu olmak iizere

/[ () — Sulf, ) d:—-ff L—"W[-—-—E—Zlg—i*bz (9.85)

esitliginin dogru oldugunu gosteriniz.

Coziim: Lemma 9.6.2 den yararlanarak (9.60) tan

/[f(l)" N( )] dv =

o
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K13

" /fz(r Yz — 2 /j z)Su(f, 'Iz)dr+f52(f T)dz

g /f d'r+77 +Zah+b?‘ /fsc)d'r:
+ {ag | flz)coskzdz + by | f(z)sinkzdr))
; ;,_[ COS k_{ x) sin kxdx

el

= /fz( )clz+7r[c;g+2(ak+b2 | — 2x{ +Z(ak+b

k=1
2 T
= / F(x)dz — 'rr[%g 4 Z(Gi + b))
£ k=1

oldugu, dolayisiyla (9.85) esitliginin dogru oldugu anlasilir. ¢

(38) f € R?*(—m,n) fonksiyonu verilsin. Her n € N icin

+ Z el b2} & / P (9.86)

oldugunu ispatlayiniz.
Coziim: Her n e Nicin

kin

| / [F(&) = Salf; )Pz 2 0

- oldugu icin (9.85) ten (9.86) esitsizligi elde edilir. ¢
(39) Problem (38)'in hipotezi saglandiginda Bessel esitsizligi denilen

oo

2 :
% 4 Y (i) < ] £ (9.87)

k=1
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(40)
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esitsizliginin dogru oldugunu ispatiayiniz.
Coziim: ( 9.86) dan —*1 +- T(a;ﬁrb ) pozitif serisinin kismi toplamlar

dizisi lstten simirl, dolaylsl}la, bu serinin yakinsak oldugu elde edilir.
(9.86)’dan — oo iken limite gecer sek, (9.87) esitsizliginin dogru sldugu
énlaslhr. o
Not: Yakisak serinin genel teriminin limiti sifir olacagindan her f €
R2(—m, ) icin |

lim a,(f) = lim b,(f) =0

f—00 =00

oldugu elde edilir. »
[—7, 7] araliginda strekli ve parcah tiirevlenebiliv f : [~m, 7] — R

fonksiyonu f(—n) = f(n) kosulunu saglarsa,bu fonksiyonun Fourier
serisinin [—, 7| arahginda f’ye mutlak ve dizgin yakinsak oldugunu

b ispatlaymiz.

Coziim: IKismi integra‘syona gore her n € N icin

alf] = /f coanmda:—-—[ i )bmn:z: /f( sin nx )
= —%bn(f"), (9.88)
bl f /f(:c Ysinnz dv = -—[ f(z) cosn:r /j cosm di)

o= _;l“a'n(ff)i (989)

bulunur, burada, a,(f')(n =0,1,2,- - Y ve b, (f'}{n= 1,2, ) ile f'(x)
tiirev fonksiyonunun Fourier katsayilari gosterilmistir. f(—n) = f(n)
olduguna gore,

— ;ru/j’(zj dz = %[f(ﬂ) ~ fl=m)l =
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du. Ve, 8 € R icin o] < L{a® + 57) esitsizligi saglandigmdan Vi € N

icin

yazilir. Buna gore, { 9.88) ve ( 9.89) den Va € [—w, 7] icin

la,(f)cosnz + b, (f)sinnz] < ()] + b))
S ol £+ a7

(flu(f) + b, (f1)

AN
—t

A

'n.~
oldugu elde edilir. f/(x) fonksiyonu [~m, 7} arahginda parcal stirekli ol
dugundan (9.87) Bessel esitsizligine gore

"

o] ’ a
2 e 1 .
L[ai(] )+ b (f)] < p- /[f’(.-l:)]“)d:y
n=1 -—'-:rr
dir. Buradan, Z[a:ﬂ(j”) + b2 (f1)] serisinin yakisak oldugu anlasiln.
n=1
Demek ki, f nin
ao( f) = - s
o} Z a,(f)cosna + b, {f) sinnz (4.90)
2 n="L
Fourier serisi yakinsak Z (L L2 (f) + b)) serisi ile miajorant-
n=I '

lanabilir. Bu nedenle, Weierstrass testi geregince (9.90) serisi [—7. 7]

arahigmda f{x) fonksiyonuna mutlak ve diizgiin yakmsakti, o



