GENELLESTIRILMIiS INTEGRALLER VE UYGULAMALARI

1. GENELLESTIiRILMiS INTEGRALLERIN SINIFLANDIRIL-
MASI

1.1 Yar1 Sonsuz Aralk Uzerinde Tanimli Genellestirilmis Inte-

graller
[a;4+00) aralig tizerinde tamimlh f(z) fonksiyonu verilsin. f(z) fonksiy-
onunun V¢ € (a;+00) i¢in [a, €] arahigr lizerinde Riemann anlaminda integral-

lenebilir oldugunu kabul edelim: f(z) € R[a,&]. Bu durumda [a; +00) aralig

= 7f(56)d56 (1)

fonksiyonu tamimlanmig olacaktir. Eger,

lizerinde

E——+o00 E—+o0

lim F(£) = lim / flx (2)

sonlu limiti varsa bu limite f(z) fonksiyonunun [a; +00) araligindaki genellegtir-

ilmis integrali denir ve / f(z)dz ile gosterilir. Boylelikle (2) limiti sonlu

+o00 3
[ #aidn =t | [ ) Q)

dir. Bu durumda / f(z)dz integrali yakinsaktir denir. (2) limiti sonsuz veya

oldugu taktirde,

yok ise yine / f(z)dz gosterimi kullanilir ve bu durumda / f(z)dz integrali

raksaktir denir. Ornegin,

()

400 '3
/e‘”’”dx = lim /e_””dx =
£—-+o0
1 1
= lime®{= lim 1—e%=1
E—+o0 £——+oo
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“+oo
oldugundan / e “dx integrali yakinsaktir.
1

(b)

+oo 3

3
. .

/xde = lim /xde = lim — ﬁ
E—+oo E—+oo 3

1 1

1 1
= i 262 2 —
1m (35 3) +00

E—~+o00

+o00
oldugundan / 2?dx integrali raksaktir.
1

“+oo
Tanmimdan aciktir ki, / f(z)dz integralinin yakimsakligi ¢ > 0 olmak iizere

+oo
yeterince biiyiik ¢ sayist i¢in / f(z)dz integralinin yakinsaklig: ile denktir.

Gergekten;

£—+oo

i7f@Mx=:]m1 7f@ﬂx = lim /f@ﬂx+/f@mx

E—+o0

= ]f(:c)dx + 70f(:c)d:c

7f(:r)d:r = ]f(x)d:r: + 7f(:r)dx

c 3
= lim /f(x)dx + lim /f(x)dx

oldugundan ve / f(x)dz integrali Riemann Integrali olarak mevcut oldugun-

a

+oo +oo
dan (4)’e gore / f(z)dz ve / f(z)dz integralleri ayn1 zamanda yakinsaktirlar

yva da raksaktirlar.
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Geometrik olarak / f(z)dz integrali x = a dogrusu, apsis ekseni ve y =

f(z) fonksiyonunun [a; +00) iizerindeki grafigi ile simirh sonsuz bolgenin alanina

esittir.
Serilerde oldugu gibi, / f(z)dz genellegtirilmis integralinin karakteri de-

nildiginde yakinsaklig Vey;j wraksakligi anlagilacaktir.
b

Benzer sekilde (—oo, b] aralig iizerinde tamimh f(z) fonksiyonu igin / f(z)dz

— 00

genellestirilmig integrali tanimlanir:

f(z)dz = lim /f(a:)da:

n——00

9

1.2. Sonsuz Aralik Uzerinde Tanimli Genellestirilmis Integraller
f(x), (—o0; +00) tizerinde tanimh ve V€, 7 € (—oo, +00) i¢in f(z) € R[£, 1)
olacak sekilde bir fonksiyon. olsun. f fonksiyonun (—oo, +00) araligl iizerinde

genellestirilmis integrali ¢ € R olmak tizere

/f w_/f m+/f

seklinde tanimlanir. Eger / f(z)dz sonlu bir say1 ise / f(z)dz integrali

yakinsaktir denir. Eger / f(x)dx ve / f(x)dx integrallerinden en az biri

+o0
sonsuz ise veya mevcut degilse / f(z)dz integrali wraksaktir denir.

—0o0

0

Ornek 1 / ze " dx integralinin yakinsak oldugunu gosteriniz ve bu inte-

—Oo0

grali hesaplayimiz.
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2

§ 2
=1 —£_1>
0 2(6

0 3
Coziim: F(§) = /xe‘xrzdx = %/ —a? d(— %e—m
3 0

oldugundan lim F(§) = ilim %(6_52 — 1) = —% sonlu limiti var, demek
E—+o0 ——00
0
verilen integral yakinsaktir ve / ze " dx = —% dir.
+o0 o

Ornek 2: / ﬁﬁ integralinin yakinsak oldugunu gosteriniz ve bu inte-

grali hesaplaylr_uz.

0
Coziim: F (&) = / 1+i1m2 ve G(n) = /% ise
3

0
dx 2 1+2z[°
F(¢) = / = — arctan
(% + $)2 + % V3 V3 ¢
13
m 2 1+2¢
= — arctan

ve
1+2¢ T
G(n) = arctan ———
olacagindan
+oo
dx
—— = lim F 1
[ e = dm F© + lim G
_ 2 (z n z) _ 2
V32 2/ 3

elde edilir.

Ornek 3 z—f;" genellegtirilmis integrali o > 1 i¢in yakinsak, o < 1 igin

raksaktir.

1.3 Sonlu Aralik Uzerinde Genellestirilmis integral

Simdi [a, b) araligi sonlu bir aralik, f(z) ise [a, b) iizerinde tanimli ve V¢ €
[a,b) i¢in f(z) € Rla, €] olacak sekilde bir fonksiyon olsun. Ayrica f(z)
fonksiyonunun b noktasinda siirsiz oldugunu kabul edelim. Yani 3 > 0 sayisi

bulunur ki f fonksiyonu (b — 0,b) araligy iizerinde sirsizdir. Bu durumda
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f fonksiyonunun [a, b] iizerinde Riemann Integralinden konusamayiz. Ciinkii

fonksiyon b noktasinda siirsizdir.

Ornek:

1
V1—x

1
fonksiyonunu [0, 1) arahigy iizerinde inceleyelim. / dx integrali Rie-
0

mann integrali olarak mevcut degildir. Ciinkii

) 1
lim = 400

&—1-y/1—2

dur, dolayisiyla fonksiyon x = 1 noktasinda simirsizdir. Ancak V¢ € [0,1)

alirsak

§

1

. dr = —2/1—z 5=

[ = ’
0

2-2/1-¢

oldugundan

13
1
lim dr= lim2—2\/1—-¢6=2
§i1—/\/1—:c &il‘ ¢

0

sonlu limiti vardir.

f(z) a,b) arahginda tanimh veV¢ € [a,b) icin f(z) € R]a, &) olsun
4

Eger ghrz?— / f(z)dx sonlu limiti var ise bu limite f fonksiyonununla, b)

a
b

aralig1 {izerindeki genellestirilmis integrali denir ve / f(z)dz ile gosterilir:

a

7}@Mx=gg7#@Mx (6)

Bu tamimdan agiktir ki, eger f(z) € R]a,b] ise (6) formiiliiniin sag tarafin-

b b
daki limit / f(z)dz belirli integraline esit olur. Buna gore de / f(z)dz
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genellestirilmig integrali belirli veya Riemann Integrali’'nin bir tiir genellesme-

sidir. Yukaridaki ¢rnekten ve tanmimdan soyleyebiliriz ki,

1
de =2
V1—=x
0
dir.

Sonsuz aralik iizerindeki genellegtirilmis integralde oldugu gibi, eger (6)
b

limiti sonlu ise / f(z)dz integrali yakinsaktir. Bu limiti sonsuz veya yoksa

a

b

/ f(z)dz genellestirilmig integrali wraksaktir denir.

a
1

. 1
Ornek: / ————dx (« reel say1) integralinin karakterini inceleyelim.

(1—=xz)°
0
1 3
= 1 (1-—
/1—:0 glgl— 7)
0 0
) oz;él
= lim
=17 lnm—lH a=1
15)1&047&1
= lim
Sl —Infé—-1],a=1
_ E,O!<1
+oo,a > 1

O halde verilen seri o < 1 iken yakinsak o > 1 iken 1raksaktir.Buna gore av < 1
1

1
i¢in, / ﬁdx yakinsak a > 1 i¢in wraksaktir. o < 1 icin,
—x «

0

dir.
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b
Not: / f(z)dz genellestirilmig integralinde f(z) fonksiyonu Vd > 0 sayis

i¢in (b —9,b) araliginda simirsiz olmahdir. Ciinkii aksi taktirde, yani 309 > 0
icin f(z), (b — d¢,b) arahiginda siirh oldugunda V¢ € [a, b) i¢in f(z) € R [a, ¢]
olmasi nedeniyle, eger f(x) fonksiyonunu b noktasinda da tanimh yaparak,

f(z)1 tiim [a, b]’ye genisletirsek, bu genisletilmis f(z) i¢in f(z) € R [a,b] olur.
b
Dolayisiyla / f(z)dz integrali adi belirli integrale doniigiir. Bu integral f

fonksiyonunuil b noktasindaki degerinden bagimsiz olur.

Eger V6 > 0 sayws1 igin  f(z) fonksiyonu (b — 0,b) arahiginda simirsiz ise b
noktasma f(z) fonksiyonunun bir singiiler noktas: (ayrik noktasi) denir.
Benzer sekilde Vo > 0 sayist i¢in (a,a + 6) araliginda  f(x) smirsiz ise ¢ nok-
tasma da f(x) fonksiyonunun bir singiiler noktasi denir.

Benzer sekilde (a,b] aralig iizerinde tammh ve Vn € (a,b) icin f(z) €
b

R [n,b] olacak sekilde f fonksiyonu i¢in lim, f(z)dz sonlu limiti varsa bu
n—a

n
limite f fonksiyonunun (a, b] aralig: iizerinde genellegtirilmis integrali denir ve

b
/ f(z)dz ile gosterilir.

n—at

]f(:c)d:c = lim 7f(:c)d:c (7)

b
Bu durumda da (7) limiti sonlu ise / f(z)dx integrali yakimsak, aksi taktirde

waksaktir. Agiktar ki (7) tipindeki genczalle§tirilmi§ integralden a noktas1 f(z)’in
bir singiiler noktasidir.

1.4 Genellestirilmis Integralin Diger Tiirleri

(a) f(z),(a,b) arahginda tammh ve V¢, n(a < n < £ < b) igin f(x) €

R [¢,n] olsun. Bu durumda, ¢ € (a,b) olmak iizere
b c b
[ e = [ s+ [ faris Q
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b
seklinde tanimh / f(z)dz integraline f(z)’in (a,b) arahiginda genellegtirilmis

integrali denir. Burada f(z) hem « ucunda hem b ucunda singiileriteye sahip

fonksiyondur.

1
. 1
Ornek: / dx belirli integral degil.
1 12 2 g

= lim dr + lim

1 0 3
1 1 1
——dx = e ———dx
V1— 2?2 n—-1t ) /1 — 22 §—1- A V1—a2?

= lim arcsinz |2 + lim arcsinx |§
E—1—

n——1+t
= lim arcsinn + lim arcsin
n——1+ E—1-
T L T
e —_ — =T
2 2

(b) f(z), c € (a,b) noktas1 hari¢ tiim [a, b] aralig: iizerinde tanimh ve
a<&<c<n<b

olmak tizere V&, n icin f(z) € R[a, €] ve f(x) € R[n,b] olsun.Yani kabul ediy-

oruz ki, ¢ singiiler noktasi [a, b] araliginin bir i¢ noktasidir.Bu durumda f(x)

b
in [a, b] aralig tizerindeki / f(z)dx genellestirilmis integrali

¢ b

b

[ f@yts = tim [ oyt + tim [ fla)da )

a a n
b

seklinde tanimlanir.Bu tanimdan elde ediyoruz ki / f(z)dz integrali ancak ve

a
b

ancak / f(z)dz ve / f(z)dx genellestirilmis integralleri yakinsak iken yakin-

C

saktir ve

7f(x)dx = 7f(x)dx — 7 f(x)dx (10)

a a C

seklindedir.
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Not: Eger fonksiyonu ¢; < ¢y olmak iizere ¢, ¢y € (a,b) noktalar: harig
[a,b] tizerinde tammh ve ¢ < § < ¢ < ( < p < ¢ < n < b olmak iizere

VE,n, ¢ pigin f(z) € Rla, ], f(x) € R[C, p] ve f(x) € Rn,b] ise

?f(x)dx = 7f(:c)d:c + 7f(x)dx + ]f(a:)dm

seklinde tanimlanir.

2. GENELLESTIRILMIS INTEGRALIN OZELLIiKLLERI
b
Asagidaki iki kogul altinda / f(x)dx genellestirilmis intagralini ele alalim:

(a) f(x),[a,b)arahgimda tammh ve V¢ € [a,d) i¢in f(x) € R [a,&] olsun;
(b) b noktasi ya sonlu bir nokta ya da +oo olsun.

Bu durumda biliyoruz ki eger b sonlu ise

b

/ dx_flf}}/f

a

eger b = 400 ise

+oco &
/f(x)dngli)inoo/f(x)dx

dir. Biz bundan sonra bu sekildeki genellestirilmig integralleri ele alarak ozellik-
lerini ispatlayacagiz. Genellestirilmis integrallerin diger tiirleri i¢in bu ozellikler
ozellikler tamamen benzer gekilde ifade edilir ve ispatlanir.

2.1 Genellestirilmis Integralin Lineerligi:
b
/ f(z)dzx ve / g(x)dx integralleri yakinsak ise Ve, 3 reel sayislari i¢in

b

[lasw) + g9t ds

a

genellestirilmig integrali de yakinsak olup

b

/(Oéf(l’) + Bg(x))dr = « 7 flz)dz + B]g(w)dx (11)

a
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dir.
ispat:
V¢ € [a,b) i¢in, f(z),9(x) € R]a,&] oldugundan belirli integralin lineerlik

ozelliginden dolay1 Vo, B reel sayisi icin,

3 I3 3
/ (af(2) + Bg(x))dz = a / F(a)dz + B / o(2)d (12)

a

b b
dir. (12) de & — b~ kosulu ile limite gecersek ve / f(z)dx, / g(x)dz integral-

lerinin yakinsak olduklarimi da goz éniinde bulundurursak (11)’i elde ederiz.
Bu ozellige genellestirilmis integralin lineerlik 6zelligi denir.
2.2 Genellestirilmis Integral i¢in Newton-Leibnitz Formiilii

f(z),[a,b) araligy tizerinde siirekli, F(z) ise f(z) fonksiyonunun [a,d) ar-
b
aligr tizerindeki ilkel fonksiyonu olsun. Bu durumda / f(z)dx integralinin

yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter kogul

Jim F(§) = F(07) (13)

sonlu limitinin var olmasidir. Bu durumda,

/ f(x)dz = F(b7) — F(a) = F(x) |1 (14)

genellesmis Newton-Leibnitz Formiilii saglanir.
ispat:
<—: f(x),[a,b) iizerinde siirekli oldugundan f(z) € R|[a,&] dir. Bu du-

rumda belirli integral i¢in olan Newton-Leibnitz Formiilii'nden biliyoruz ki,

£
/ f(x)dz = F(€) — F(a) (15)

burada £ — b~ kosulu ile limite gegersek ve (13) i dikkate alirsak (14) elde
b

edilir, yani / f(z)dz integrali yakinsak olur.

a
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b
= / f(z)dx yakinsak ve F(z), f(z) fonksiyonunun [a,b) arahig iiz-

erindeki ilkel fonksiyonu ise belirli integralin bilinen 6zelligi geregi V¢ € [a, b)

icin

'3
[ falde = (&) - Fla) (16)

b 4
dir. / f(x)dx yakimsak oldugundan ghrz?— / f(x)dx limiti var. O zaman

(16)’min sag tarafinin & — b~ iken limiti vardir, yani

lim F(§) = /f(x)dx + F(a)

§—b~

a

limiti sonludur.

Ornek:
—+oo —+oco

t
(a) / aic-i—anf dz (b) / e~ cos fxdz, (o > 0) integrallerini hesaplayiniz.
T
0 0

Cozim:

(a) (ilkel fonksiyon belirsiz integrale esittir.)

arctan 1 9
F(z) = /Wd:c = /arctanxd(arctanx) = §(arctanx) :

—+o00

arctan oo s s
/ E8 i = F) |{= Flroo) - FO) = -0 =T

0

(b)

e **(Bsin fxr — acos fx)

1
F = T dr =
(x) /e cos frdz e
“+oo
/ e *cosfrdr = F(z)|{®= F(+o00) — F(0)
0
a

a? + 3

se”“(Bsin fx — arcos fr) +

dir. @ > 0 oldugundan liril e =0ve

|G sin fx — acos fx| < |5 |sin x| + || [cos Sz| < |B] + |«
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oldugundan fsin Sz — « cos fx fonksiyonu sinirhidir. Bu nedenle

liril e **(Bsin Sz — accos fr) =0

+oo
dir. Boylece, / e~ cos fxdr = ﬁ buluruz.
0

2.3 Kismi Integrasyon Formiilii
u(z) ve v(x) fonksiyonlari [a, b) iizerinde taniml, V¢ € [a, b) i¢in [a, £] aralig)
tizerinde siirekli tiirevlenebilir olsunlar. Eger
Jim u(€)u(€) = u(b™)v(b7) = u(@)v(w) om- (17)
b b

sonlu limiti varsa ve / u (x) v (x) dz integrali de yakinsak ise / u (z)v(x)de

a

integrali de yakinsak olup

/ o (2)o(@)dz = [u(z)o(@)] [ — / (@) ()dz (18)

formiilii saglanmaktadir. (18) formiiliine genellestirilmis integraller i¢in kismi
integrasyon formiilii denir.
Ispat: Kosulumuz geregi u'(z),v'(x) fonksiyonlar: [a,&] arahig: tizerinde

siirekli olacaklarindan belirli integral icin olan kismi integrasyon formiiliinden,

g ¢
/u'(az)v(w)dw = [u(z)v(z)] |5 —/u(a:)v'(:[:)dx

yazabiliriz. Burada & — b~ kosulu ile limite gecersek, ve (17) limitinin sonlu

oldugunu dikkate alirsak (18) elde edilir.
+oo

Ornek: / re *dx integralini kismi integrasyon formiilii ile hesaplayiniz.

0
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Coziim:

+oo +oo “+o00

/xe‘md:r = —/xd(e_’:) = —(ze®) |§>° —|—/e_:‘da:

0 0 0
—+oc0

= lim — (ze™®)+ /e‘“’dxz —e " |
T—400
0

= —lime™*+1=1.

r—+00
2.4 Degigsken Degistirilmesi Formiilii:
f(z),[a,b) araligy iizerinde siirekli , x = () ise [«, 3) araligy {izerinde
siirekli tiirevenebilir monoton artan ve
ola)=a, () = tlirél_go(t) =b

olsun Bu durumda,
b B
[ f@de= [ sewne @ (19)

formiilii, bu formiildeki integrallerden birinin yakinsak olmasi durumunda saglan-
maktadir. (19) formiiliine genellestirilmis integraller i¢in degisken degistirmesi
formiilii denir.

Ispat: 7 € [0, ), ¢(7) = £ olsun.Bu durumda 7 — S~ iken o(7) — b
olur. [a,¢] arahginda Riemann Integrali igin degisken degistirilmesi formiiliine

gore,
I3 T
/ f(x)dz = / F(t) ¢ (Bt (20)

yazabiliriz. x = ¢(t) fonksiyonu [«, ) arahigimda monoton artan ve siirekli
oldugundan ters fonksiyonu da [a, b) aralig1 {izerinde monoton artan ve siirekli
fonksiyondur. Bu sebepten (20)’nin sag tarafinin 7 — - iken sonlu limiti
varsa sol tarafininda & — b~ iken sonlu limiti olur ve tersine, eger (20)’nin sol
tarafinin & — b~ iken limiti varsa sag tarafinin da 7 — [~ iken limiti var.
Boylelikle (20)’de & — b~ kosuluyla limite gegersek (19)’u elde ederiz.

Not: Ozellik monoton azalan o(t) fonksiyonu icin de gegerlidir.

118



2 5 Genelle§t1r11m1§ Integraller icin Integral esitsiligi

/ f(z)dz ve / g(x)dz integralleri yakinsak ve Vi € [a,b) i¢in f(z) < g(z)

olsun. Bu durumda , ,
[ f@de < [ garts

dir.
[spat: Riemann integralinin bilinen 6zelligi geregi V¢ € [a, b) igin / flz)dz <

3
/ (x)dx olacaktir. Burada & — b~ kosulu ile limite gegersek istenen elde

e(zlilir.
ORNEKLER
+o0 d
(1) J = / ﬁ integralini hsaplayimz.
v+ 1)2
Coziim:
r = tant, O§t<g

fonksiyonu [O, %) aralig1 tizerinde siirekli tiirevlenebilir ve kesin artandir. Bu

durumda,

1 1
do = ——dt, 1 dt
v cos? t +at T ot

ve
lim tant = +o0

jus
t—>2

oldugundan (19) formiiliine gore
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—+o00

(2) J=/x2+1d:c

zt+1
0

1
Coziim: r — — =t olsun.O zaman x — 0% iken t — —o0, x — 400 iken
x
t — 400 dur ve
, 1
x
oldugundan ¢ = ¢(z) fonksiyonu kesin artandir. Demek ki, bu fonksiyonun

x = ¢(t) tersi de kesin artandwr ve (19) formiilii uygulanabilir. O zaman,

oo o 1
T TS
/ 4+1d:5 = /3j 1d:c
o 0 TP+

N 1
: d(l'— E) dt 1 +00
= /1— = / N —2(a,rcta,nt) |7
0
1

+oo
d
3) J = / . f_ : integralini hesaplayalim.
x
0

1
Coziim: x = n doniistimii yapalim

dx:—ﬁdt,93—>0+—>t—>+00,x—>+00—>t—>0,
1
—+o0 +oo —+o00
41 1 1 tt 41
0 0 t4+ 0
+oo +oo
B /t2+1 / dt
B th+1 th+1
0 0
-i-oot2 1
_|_
J = dt —J
/t4+1
0
1T
+ ™
J = dt J=—=
2/t4+1 2v/2
0
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3. NEGATIF OLMAYAN FONKSIYONLARIN
GENELLESTIRILMIiS INTEGRALLERI iCiN YAKINSAKLIK
TESTLERI

Teorem 1:

f(z) > 0,Vz € [a,b) (1)

b
egitsizligi saglansin. Bu durumda / f(z)dz genellegmis integralin yakinsak

4
olmasi i¢in gerek ve yeter kogul / f(z)dx fonksiyonunun [a, b) aralig1 iizerinde

a
iistten smirh olmasidir, yani

3
Jde>0:V¢ € [a,b) — /f(;c)dcc <C (2)

kogulunun saglanmasidir.
3
Ispat: H(¢) = / f(z)dz olsun. Bu durumda H (&) artan fonksiyondur,

gercekten V&, &, € [a,5) (€, > &) icin

&1 &o
H(E) — H(E) = / f(x)dz - / f(z)dz

€1
= /f(x)dx >0, yani
2

H(&) = H(&)

elde edilir,dolayisiyla H (&) artandir. Simdi, eger / f(z)dz integrali yakinsak

a
ise tanim geregi

§—b~

lim H(f):/f(l‘)dl‘

sonlu limiti var. Bu durumda monoton fonksiyon limiti teoremine gore
b

[ flayts = sw He)

£€lasd)
a
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olur. Bu durumda sup tanmu geregi V¢ € [a,b) icin

|H@ns/}wa

b
olur. Boylelikle C' = / f(z)dx alrsak;V¢ € [a,b) icin,

[ el <

a

olur. Dolayisiyla (2) saglanir.
Gereklilik ispatlandi. Simdi yeterliiligi ispatlayalim.
b

Farzedelim ki, (2) saglansin. Gosterelim ki / f(z)dz yakmsaktir.

saglandig1 icin ve
b
1) = [ fa)ds
monoton artan oldugu icin monoton fonksiyonun limiti teoremi geregi

lim H(¢) = sup H(¢)

§—b~ a<&<b

b

mevcuttur. Bu ise / f(z)dz integralinin yakimsak olmasi demektir. Ciinkii,

a

7 f(z)dz = lim 7 f(z)de = lim H(€)

§—b~ §—b~

dir. Teorem ispatlandi.
Teorem 2 (Karsilagtirma Teoremi):
Vz € [a,b) igin
0 < f(z) < g(x)

esitsizligi saglansin. Bu durumda
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b b
dzx yakinsak ise J; = / f(z)dz de yakinsaktir;

(@b=/m@
} g(z)dx de waksaktir.

a

b
(b) J1 = /f(:c)d:c wraksak ise J, =

ispat:
(a) (3) den ve belirli integralin esitsizlik 6zelliginden V¢ € [a, b) igin,
(4)

'3 3
[ @< [ g

b
olur. Eger J, = / g(x)dx integrali yakinsak ise Teorem1’e gore

a

3
3C > 0:Y¢ € [a,b) — /g(a:)dx <C

3
elde edilir. Bunu (4) de dikkate alirsak V¢ € [a,b) — / f(z)dx| < C elde

b

a

ederiz. Ozaman Teoreml’e gore J; = / f(z)dz yakinsaktir.

b
(b) J1 = / f(z)dx waksak olsun. Bu duruma da J, integrali yakinsak

olsaydi, (a) durumuna gore .J; de yakinsak olurdu. Ancak kabuliimiize gore .J;

wraksaktir. Bu geligki J5 nin de raksak oldugunu gostermektedir.
o kTCOS%d't linin yakinsak oldugunu gsterini
rnek: | —=dx integralinin yakinsak oldugunu gosteriniz.
s Y B S
Coziim: Karsilagtirma Teoremi’ni uygulayacagiz.

cos? x 1
<

Va € [1,400) igin
0< 08T
EERVATNER

+o0
— dz integrali yakinsaktir.O zaman kargilagtirma teoremine gore verilen

ve &
€15
1
integral de yakinsaktur.
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Teorem 3: Vz € [a,b) i¢in

flx) >0, g(z) >0 ()

esitsizlikleri saglansin ve

flx) »~g(z), 2 — 0" (6)
b b
olsun. Bu durumda J; = / f(z)dx ve Jy = / g(x)dz integralleri aymi za-

a

manda ya yakinsaktir ya da alraksakmrlar.
Ispat: (5) ve (6) dan agiktir ki

()

lim——+=1
¢—b-g(2)

dir.Bu durumda limit tanimi geregi,

Ve > 0,35=5(6):Vx€(5,b)—>‘%—1 <e
I B N L fw s
e =5 35—5(2)—C>O.V:c€(c,b) 2<g(1:)<2

—

elde ediyoruz. g(x) > 0 oldugundan buradan Vx € (¢, b) i¢in,

1 3
39(@) < flz) < 59() (7)
b
bulunur.Boylelikle (7) esitsizliginin sag tarafina gore, / g(x)dx yakinsak ise

c

b b
/ f(z)dz integrali de yakinsaktir.Sol tarafina gore ise / f(z)dz integrali irak-

b b

b
sak ise / g(x)dx integrali de waksaktir. Boylece, / f(z)dz ve / g(x)dx in-

tegralle{finin yakinsaklik karakterleri aymdir. Genéllegm@ integ{falin ozelligi
b

geregi biliyoruz ki / f(z)dx integralinin yakmsakhgr ¢ < ¢ < b olmak iizere

b ‘ b b

/ f(z)dz integralinin yakinsakhg ile denktir. Boylelikle / f(z)dz ve / g(x)dx

integrallerinin karakterleri aymdir. Ispat tamamlandi.
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Sonug: Eger f(z) fonksiyonu V€ > a icin [a, ) (a > 1)araliginda Riemann

anlaminda integrallenebilir ve

f(z) « %, r — +0o(A #0)

ise / f(z)dz integrali « > 1 i¢in yakinsak a < 1 i¢in raksaktir.

+oco

. d
Ornek: J = / xB integralinin karakterini iceleyiniz.
2 In” x

2
Coziim: a > 1, a =1, o < ligin ayr1 ayr1 inceleyelim.

(a) @ > 1 olsun. Bu durumda, oo = 1+ ¢ olacak sekilde > 0 vardir. Buna

gore
1 1
T) = = T
f@) = o = o)
ve
1
g\r) =
(@) x%lnﬁx

seklinde gosterebiliriz. Aciktir ki, lil’_{l g(x) = 0 dir.Buna gore Jxy > 2 sayisi
var ki, Vo > xp i¢gin 0 < g(x) < 1 dir. (limit tamim geregi) Bu durumda
Ve > x i¢in 0 < f(z) <

olur. O zaman Kargilagtirma Teoremi’'ne

R
400 1
gore; / f(z)dz yakmsaktir, ¢linkii / ﬁdx integrali yakinsaktir. o > 2
T2
x0 -TO

oldugundan / f(z)dz in yakinsakhg / f(z)dz integralinin yakisaklig: ile

denktir. Boylehkle « > 1 igin verilen seri hep yakinsaktir.
—+o00

d.
(b) a =1 olsun Bu durumda J = / a; dir.
xIn” x
T Tt
J = / 3; mz=t ;[ 2
. xln” x . tP

verilen integral = 1 i¢in § > 1 i¢in yakinsak, § < 1 iken wraksaktir.
(c) a<lolsun. a =1—4§(6 > 0) seklinde yazalim. Bu durumda
1 1 1
fa) = — L gla), gla) =

xo1n” i~z x‘% In® 2




seklinde yazalim.

Nl

: T e
xllgloog(x) = xl—lgloo e +0o0 (}E&i t°Int = 0 olmasindan dolay1)>

oldugundan VE > 0 30 = dg > 0: Vo > § — g(x) > E dir. Buna gore £ =1
36 = x9 > 2 bulunur ki, Vz > xq icin g(z) > 1 olur. Boylelikle Vx > z i¢in
+oo

1 1
f(z) > — olur. 0 < 1—2 <1 oldugundan / ——dx wraksaktir .Demek
1 1-3

_9
r 2 €xr 2
zo

+oo +oo
ki, / f(z)dz de waksaktir. Dolayisiyla, / f(z)dz waksaktir.

) 2
—+00

d
Sonug: J = / xﬁ integrali a > 1 veya a = 1,8 > 1 i¢in yakinsak
x*In” x

2
a < 1veyaa=1,5 <1 icin wraksaktir.
1

+o0

. 1 T 1 T
Ornek: J, = / Md:p ve Jy = / de olsun. Biliyoruz ki
z* T
0 1
J integrali ancak ve ancak J; ve Jy integralleri yakinsak olduklarinda yakin-
saktir.
Coziim: Once J; integralini inceleyelim. J; integralinde z = 0 singiiler

nokta oldugundan

fonksiyonunun z — 07 iken asimptotik davranimini inceleyelim.

1
e’ = 1+:1:+§:1:2+0(:1:2),m—>0

In(l4+¢t) = t+o(t),t —0
1
In(e* —z) = In (1 + 53:2 + 0(332)>

+ o(x?) + o(z* + o(z?))

| Koo |,
S

+o(z?), 2 — 0

Boylelikle,
22
In(e® —x) « 7T 0
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dir. Buna gore;
In(e® — ) 1 .
f(x): e g onz—Z’x_)O

dir. Boylelikle J; integrali o — 2 < 1 i¢in, yani a < 3 ise J; integrali yakinsak,
« > 3 ise J; wraksaktir.
Jy integralinde singiiler nokta +oo dur. Buna gore f(x)i © — 400 iken

inceleyelim.
ef—r=e"(l—xze®)=€"(1+0(1)),z — 400
oldugundan,

In(e® —z) = In(e®(1+0(1)))
= Ine® +1In(1+o(1))
= z+4o0o(l), x — +o0,

In(e*—z) v« z, x— +o0,

T 1
f(z) - o = gap T T

Boylelikle J2 «a > 2 i¢in yakmsak a < 2 i¢in raksaktr.
+oo
— 1 — In(e” —
Sonug: / (e? — ) = /Mdaﬁ—k / udx =Ji+ J
z® z“
0 0 1
integrali « € (2, ) 1§1n yakinsak, diger durumlarda ise iraksaktir.

. In(1
Ornek: J = / Md:c integralinin karakterini inceleyiniz.

Ve

Coziim:
5 = ln(l +x )
ARVCEEE
In(1 + x
7, Mdm

VT +T

olsun. Biliyoruz ki J integrali JJ; ve J, integralleri yakinsak olursa yakinsaktir.
(a) Ji integralini inceleyelim.
v 0, 1 _ 1

Vr+yz  Va/Jr+1
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In(l+t¢t) «~ t, t—0

In(l4u) «~ Inu, u— o0

asimptotik esitliklerini kullanirsak x — 07 i¢in

;

I .o >0
In(1 + z%) qi;_Q
To="r=z"1 7"
atne
——,a <0
\ T4

1
a > 0 ise 1 a < 1 oldugundan J; yakinsak,

1
a=0ise, 1 < 1 oldugundan .J; yakinsak,

a < 0 1se
1

t
/lnf Iz t/—tdt /teitdt

oldugundan iki kez kismi integrasyon uygularsak

0

4 4 —1 —1
J]_ 3t 64 |0 § / e%tdt — 96 3t ‘0 _ 6

elde edilir. Boylelikle bu durumda .J; integrali yakinsaktir. Sonug olarak,tiim

durumlarda J; integrali yakinsaktir.
(b) J; integralini inceleyelim.

T — 400 icin

T+ = =\ |1+ —=

8

oldugundan,
(al
‘“}‘”,a 0
In(1 «
Vo +x x2
—,a<0
\ T2



1
Boylelikle, o > 0 i¢in J5 raksak, a < 0 ve 3~ a > 1 ise yakinsaktir.Ayrica,
1 1
a < 0ve 5~ a < 1ise Jy raksaktir. Boylelikle, a < ~5 iseJ; yakinsaktir.

Sonug olarak, o < —% ise J yakinsaktir. Diger durumlar icin ise raksaktir.

3.1 Genellestirilmis Integraller Icin Cauchy Kriteri

Bu kesimde de o6nceki kesimlerde oldugu gibi iist sinirinda singiileriteye
sahip genellegtirilmig integralleri ele alacagiz. Diger tiirden olan genellegtirilmis

integraller i¢in 6zellikler benzer sekilde ifade edilir ve ispatlanir.
b

Teorem 4: / f(z)dz genellegtirilmis integralinin yakinsak olmasi i¢in

gerek ve yeter k0§ﬁl asagidaki Cauchy kogulunun saglanmasidir:
£II
Ve 030, € (a,b) : Ve, € € (5.,b) — /f(:z;)dx <e (1)
é-l

Ispat: ¢ € [a,b) icin .
F§) = [ fayis 2)

b

olsun. J = / f(z)dz integralinin yakinsak olmasi, tanim olarak ¢ — b~ iken

F (&) nin sonlu limitinin var olmasi demektir. Fonksiyon limitinin varlig i¢in
olan Cauchy Kriteri'ne gore ise, { — b~ iken F(£) nin sonlu limitinin var

olmasi
Ve > 030, € (a,b) : V€', &" € (6.,0) — |F(£") — F(¢)| < e (3)

kosulunun saglanmasi ile denktir. Boylelikle (3) kogulunun saglanmasi J inte-

gralinin yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter kosuldur.

! "

F(§") - F(£) = 7f($)d$ - 7f($)d$ = 7f($)d$

a &

oldugundan (3) kosulu da (1) kosulu ile denktir. Ispat tamamland.
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b

Sonug: / f(z)dz integralinin raksak olmasi igin gerek ve yeter kogul

o
Jeo > 0 V6 € (a,b) — 3¢, €" € (5,b) : / f(x)dz| > & (4)
”

olmasidir.

+oo
: 2
. sin“z . . o .
Ornek: J(a) = / dz integralinin karakterini inceleyiniz.
xOé

1

v . sin x
Coziim: o > 1ise 0 <

1
< — oldugundan J yakinsaktir. Gosterelim
e T
ki @ < 1 igin J aksaktir.Bunun igin (4) kosulu saglanacak sekilde gq &', &”

sayilarii bulalim.
Vo € (1,+),& =nm,&" = 2nw(n € N)

olarak secelim. Aciktir ki 0 ne kadar biiyiik olursa olsun, n ’yi her zaman &yle

ayarlayabiliriz ki (nm > 0 olacak sekilde aliriz)

¢,¢" € (9, +00)
olsun. Buna gore
&’ 2nm 2nm
/siandx _ /sin%:dw :/SiHQ:rde
e e e
&' nmw nm
2nm 9 2nm
1
> /sm xd:cz —/sianda:=
T 2nm
2nm
[0 cos2a)dr = - —(nz—0)
= — —cos2z)dr = —(nm —
Anm dnm
1
Dolayisiyla (4) saglanir. O halde o < 1 i¢in J integrali iraksaktir.
+oo
Not: a <1 i¢in J integralinin raksak olmasindan ¢ikiyor ki, / [sinz| dx
lvOl

1
integrali de a < 1 i¢in uraksaktir. Gergekten

|sin 2| > sin® x
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