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xy diizleminde, yogunlugu 2(x,y) olan bir levha gézoniine alalim. Bu levha-
nin kapladigi bolge B ve ?(x, y) yogunluk fonksiyonu B iizerinde siirekli
olsun. B nin herhangi bir pargalanmast P = {B,, B,,..., 8,} ve By altbolge-

sinde alinan herhangi bir nokta (x,, y,) olsun. A4,, B, bélgesinin alanini gos-
termek iizere, herbir B, bolgesindeki levhanin kiitlesi, yaklagik olarak,

G(xk, yk)AAk kadardir. Buna gore, levhanin tim kiitlesi, yaklasik olarak,

n
> O'(Xk, yk)AAk kadardir. P pargalanmasinin normu ne kadar kiigik yapilirsa
E=1

yaklagiklik o derece iyi olur. Su halde levhanmn M kiitlesi
n

M=, kglc(xk’ YA

kadardir. Halbuki sag taraftaki limit f f o(x, y)dA integralidir. Buna gore,
B

M= [[ o(x, y)dxdy (7.5)
B

olacaktir.

ORNEK: 3 cm yanigaph daire seklindeki bir levhanin yogunlugu, her noktada
O noktanin dairenin merkezine olan uzakligi ile orantili olarak degismektedir.
Dairenin sinir1 iizerinde yogunluk 6 olduguna gére, bu levhamn kiitlesini bu-
lunuz.

y Ciziim: Cemberin merkezi D(0, 0) alinirsa denklemi x? +)2 =9 olur. Bir
(x, y) noktasindaki yogunluk o(x,y)=ky/x2+y? dir. x2+y? =9 igin
o(x,y) =6 olacagindan

6=k/9=k=2

bulunur. Buna gore, o(x,y) = 24/x%+y? dir.

M= [f o(xy)dxdy = [[ 2/27+y? dxdy
B B

m 3 43 P
:2f fr.rdrd(p:Z_[ %’Od(p:IS.[d(p:%n
0 0 0 0

olur.
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(x, y) noktasindaki yogunlugu o(x, y) olan ve xOy diizleminde bir B bol-
gesine yerlestirilen bir levhay1 gézoniine alalim. B bolgesinin bir pargalanmasi

P= {Bv Bjicins Bﬂ} ve (x; y;) da B, bolgesinde bir nokta olsun. B, bol-
gesinde bulunan levhanin kiitlesi, yaklasik olarak G(X;, y ;)AA « kadardir. Bu-

rada A4,, B, bolgesinin alanini gostermektedir. Bu kiitleyi (x;, y;) noktasina

toplanmig gibi diigiinebiliriz. Boyle noktalara kiitlesel nokta adi verilir.

Bilindigi gibi, bir kiitlesel nokta sisteminin agirhik merkezinin x ve y koor-
dinatlar

- ( k’yk)AAk

kz: B Z ofx}.y;)aA,
Soliom,  Solrm

bigiminde tanimlanir. 6 (x, y) siirekli oldugunda yukaridaki toplamlar birer in-

tegral toplam olup || P |- 0 igin B iizerinde iki katli integrale yaklagir.

Buna gore,
/y‘xc(.x, y)dA // yo(x, y)dA
J: o
=T Y= (7.6)
[[ o(x, y)dA [ o(x,y)dA
B B
olur. Paydadaki integraller levhanin kiitlesi oldugundan
1 1 [
T = M{[x o(x, y)dA F=q5 [/ yo(x,y)dA (1.7)
bulunur.
Eger levhanin kiitlesi sabit & degerine esit ise, M =k.A4 ve
[ xkdxdy = & [[ xdxay
B B
olacagindan
¥= [[xady, " y=~ [[ yauay 7.8)

olur.




[image: image3.jpg]ORNEK: vx +/y =1 egrisiyle koordinat eksenleri tarafindan sinirlanan
bélge igerisine yerlestirilen homojen (yogunlugu sabit) levhanin agirlik mer-
kezinin koordinatlarini bulunuz.
Coziim:  Sozkonusu bolge sekilde gosterilmistir.
1 (1-vx7 1
A:f f dydx = [(1-2Vx +x)dx
0 0 0
(1-vx)P

dx

gy L 2
=X 3X +2

!
= SRy e o
—Of(x 2x +x)dx—30

olacagindan

€

=30
L
6

bulunur. Simetriden yararlanarak veya benzer iglemleri yaparak

o 0
e

|-

w

oldugu gosterilebilir. O halde agirlik merkezi G(% %) noktasidir.

ORNEK: Birinci bolgede x?+ > =4 gemberi ile koordinat cksenleri arasinda
kalan bolgeye yerlestirilen bir levhanin bir noktadaki yogunlugu, o noktanin
orijine olan uzakliginin karesi ile orantili olup gember tizerinde 16 dir. Bu lev-
hanin merkezini bulunuz.

Coziim:  o(x,y) = k(x?+ y2) olacaktir. Cember iizerinde, yani x2 +y? =4

oldugundan ¢ =16 olacagindan
16=k4d=k=4
olur. Buna gore,
o(x, ) = 4(x +»?)
dir.

M= ffc(x,y)dxdy = ff4(x2+y2)dxdy
B ]

5, : 1
:/ f4r21drd¢:fr“]3= 16 fd(p:8n
[ 0 0
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ffxc(x, y)= f[x 4(x2+ y?) dxdy

z
)
= f frcosq)4r2.rdrd<p
0 0

128 . 128
= osing |} =138
olur. Buna gére,
128
o5 _128 16
T 8n T 58n 5m

bulunur. Simetriden yararlanarak veya benzer islemleri yaparak y = % ol-

dugu gosterilebilir. Buna gore levhanin agirlik merkezi G(;Ti ;%) noktasidir.

ORNEK: r= 1+ cosq kardiyoidi tarafindan simrlanan bblgeye yerlestirilen
homogen levhanin agirlik merkezini bulunuz.

Coziim: Sézkonusu bolgenin alant

2 1+ cosg
A= | rarde
0 0

27
1[ (1 + cos9)*do

0

0|

1

Il
o]

27
f (1+2cos@+ cos20)de
0

1

|

2
f [1 +cosp + %(1 + cos Zq))] do
6

2

Il

B[ —

(%(p + 2sing + %SinZ(p) io = %n

olur.




[image: image5.jpg]27 1+ cos@

X=g f.xdxdy e f f rcos @.rdrdg

1+ cos@ -
cosQdp = 5 f (1 + cos @)* cos pdpdn
lo 0

o 2
= % / [cosq)+%(1 + cos2&p)+3.(17sin2(p)cos(p+(1+—czoﬂ) ]d(p
0

2
= 9%5[ ['!854' dcos@ + %cos(p— 3sin’@cos ¢ + %cos4tp]d(p

2
2,18 ’ 3 . 1 ..
= *91-;(*3 @+ 4sing + 7 sin 2 — sin’e +f3251n4(p> 1
_ 215, _5
=8 g

bulunur. Alan simetrik ve levha homojen oldugundan y = 0 olacag agiktir. O

halde agirlik merkezi G(%, 0) noktasidir.
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Ug katli integraller, integrasyon bolgesi ii¢ boyutlu uzayda bir bélge olan in-
tegrallerdir. G, xyz koordinat sisteminde bir bolge ve f de bu bdlge iizerinde

smurl bir fonksiyon olsun. P = {GI, € - Gn}, G bolgesinin keyfi bir par-

¢alanmast; (x;,y,:, Z;), G, mn herhangi bir noktasi, AV, da G, bélgesinin

hacmi olsun. Eger

Z f( Xp V2 k) k

\IPH 0421

limiti varsa bu limite, f nin G iizerindeki ii¢ kath integrali denir ve
JIf 7(x.5.2)av
G

ile gosterilir. Burada d(G,), G, bdlgesinin ¢apim gostermek iizere
171 = maks{d(G,), d(G,),...,d(G,)}

dir.

Eger G bolgesinin pargalanmasi koordinat diizlemlerine paralel diizlemlerle
yapilirsa,

AV, = Ax, Ay, Az,

olacagindan, yukaridaki integral
JI[ f(x.y. )dxdydz
&

bi¢iminde de yazilabilir.

¥ semboliiniin ve limitin 6zelliklerinden yararlanarak, ii¢ kath integrallerin
asagidaki 6zeliklere sahip oldugu kolayca gosterilebilir.

ff kf(x,y,2)dv = kffff(x,y,z)dv
ff[[f(x ¥, 2)+g(x,y,2)]dv = ffff(x, v,2)dv dir.
¢ G




[image: image7.jpg]3) G iizerinde f(x,y,2z)>0 ise ffff(x ¥,2)dv=0 dir.
&

4) @ iizerinde f(x,,2)=g(x,y,2) ise

[f] rxv.20av= [[[ gl . 2)av
G G

dir.

5 G=G,UG, ve GINGY=0 isc

JIf Fxnz dv—/fff x,y,qm///f -

GUG,

dir.

% Simdi kabul edelim ki, G bélgesi alttan z = g(x, y) istten z = h(x, y) yiizeyi
ve yandan da bir dik silindir ile sinirlandirtlmis olsun.

z=h(x,3)
G bolgesinin xy — diizlemindeki dik izdisimii B ise

=gxy z=h(x.y)
g6ey) ffff(x,y,z)dxdyz:ff[ [ £y )| dxdy
¢ B |z=glxy)

ORNEK: Alttan z=3 diizlemi, z=x?+ y?+ 4 paraboloidi, yandan

x2+4y? =1 silindiri tarafindan simirlanan bélge iizerinde

I= 4 f f xyzdxdydz integralini hesaplaymiz.

z

Coziim: G bolgesi sekilde gosterilmigtir.

x24y2+4

I= f/‘ xyzdz

olur. Burada B bélgesi G bolgesinin x0y diizlemindeki izdiisimii olan

dxdy = ff [(x2+ y2 + 4)* = 9]axay

x2+y2 <1 dairesidir. Kutupsal koordinatlara gegilirse





[image: image8.jpg]w1
I= %rzsin(pcos (p[(r2 + 4)2rdrd<p]rdrd(p
@=0 r=(
21
= % f cos sin @(r7 + 875+ 7r3)drdo
6 0

1
i (i P Bl 4)
= 2,/ sm(pcostp<8 gl gl lod(p

270

77 L e

2
= %f sin@cos pdo = —Z-jsmzq)
0

0

bulunur.

ORNEK: G ={(x,y,2) €R}: 0<x<2, 1Sy<2, 2<z<4}

olduguna gore,
/ff(x +y+z)dxdydz
G

integralini hesaplaymiz.

z Coziim: G bolgesi gekilde goriilen prizmadir.

1= [[[(x+y+2)dxdydz = [f
2 2

f f f(x+y+z)dzdydx:fzfoxz+yz+§
0 i

x=0y=1z=2

4
f(x+y+z)dz dxdy

2

4
dydx
2

z 2 2
f/(2x+2y+6)dy¢x:fzxy+y2+6y\fdx
& 1 0

2
:f(2x+9)dx:x2+9x§:22
0

olur.(J

Eger G bolgesinin xz diizlemindeki izdiisimii D ise, benzer sekilde

[foff(x,y,z)dxdydz:f/

D

y=v(xz)

/ £l z)dy]dxdz

y=u(xz)

olacaktir.




[image: image9.jpg]ORNEK: G bolgesi, z=(y —2)* silindiri, x=3 diizlemi ve koordinat diiz-
lemleri tarafindan smirlanan bélge olduguna gore,

I:{;ffdxdydz

integralini hesaplayiniz.

Coziim:  Sozkonusu bolge sekilde ¢izilmigtir. Bu bolgenin xz diizlemi lize-
rindeki dik izdagiimi D dikdortgenidir. Buna gére,

2-vz 3 4 2-vV7
I:ff f dy]dxdz: f / f dydzdx
D 'y=o x=02z=0y=0

4

- [ f D= [ (ae-207)

- [faes
0

0

olur.

Ayni bolgenin xoy diizlemi tizerindeki dik izdiistimii B dikdortgeni oldugun-
dan yukaridaki integral

3 9 (=27

1= Jf [(:j”zdz]dxdyz J1 s

seklinde hesaplanir.

G bolgesi iginde x eksenine paralel bir dogru ¢izilirse bu dogrunun alt ucu
x=0, lstucu z=3 diizlemi tizerinde bulunur. G bélgesinin yz diizlemi tize-

rindeki dik izdiigiimii olan £ bolgesi z = (y—z)* paraboluile y ve z ek-
senleri arasinda kalan bolgedir. Buna gore,

1:{[[()[351)(

2 (-2 2 )
=3[ [ aw=3[G-2'p=(p-27| =8
0 0 0

dyde = [[ xR dydz
E

olur.
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xyz koordinat sistemindeki bir G bélgesi,
x = gu,v,w)
y = hiu,v,w)
z=k(u,v,w)

bélge doniigiimii ile bir D bdlgesine donistiiriildiiginde

_la(xy.2)
AV(M‘Z) = ‘ A, v, w) [~ e
olacagindan
f/ff(x, y,2)dxdydz = ffff(g(u, v, w), h(u, v, w),k(u, v, w))‘ g((:’:’j/)) dudvdw
G D .

olacaktir.

Ug boyutlu uzayda iki nemli bélge déniisiimii vardir. Simdi bu iki doniistimii
verelim.

xyz uzayinda bir P(x, y, z) noktasi verilmis olsun. P noktasinin orijine olan
uzakligi p, OP dogru pargasinin oz—ekseni ile pozitif yonde yaptigt aginin 61-
ciisii © olsun. OP dogru pargasimin xy diizlemindeki dik izdiisiimii [OP], ve
[OP’] dogru pargasinin x—ekseni ile pozitif yonde yaptig1 aginin 6lgiisii @
olsun.
|oP'| = psin®

oldugundan

x = psinBcos @

y = psinBsin@ (8.1)

z=pcos®
olur. Bdylece xyz—koordinat sisteminden p6¢ koordinat sistemine bir bolge
déniisiimii elde edilmis olur. Bu durumda P noktasinin p¢-sistemindeki ko-

ordinatlart (p, 6, @) olur. Bu sayilara P noktasinin kiiresel koordinatlar ad
verilir.

ORNEK: Kartezyen koordinatlart P (3, 3 " 2) olan noktanin kiiresel koordi-
natlarini bulunuz.




[image: image11.jpg]Ciziim: x>+ y* + 22 = p>sin?0.cos?@ + p?sin®6sin’@ + pcos’@
= p2sin26(cos@ + sin@) + p* + cos?@
= p?(sin?6 + cos26) = p2

olacagindan 9 +3 +4 =p?>=p=4 olur.

z=pcos(~]:>2:4.c059¢0056=%:6=%

1 T
%=tan(p:>ﬁ:tan(p:(p:€

bulunur. Buna gére P noktasinin kiiresel koordinatlar (4,%%) olacaktir.

ORNEK: Kartezyen koordinatlar sistemindeki denklemi z? = x>+ y? olan
koninin kiiresel koordinatlar sistemindeki denklemini bulunuz.

Cioziim: x, y, z koordinatlarinin kiiresel koordinat sistemindeki degerleri
denklemde yerine yazilirsa

p?cos?@ = p?sin®6 cos?@ + p*sinsin®¢ = p’sin’6 =
cos20 = sin%0 = | cosB| = |sinO|= 6 :% veya 0 = %Tn

olur. 6 = % koninin iist yarisinin, 6 = %Tn koninin alt yarisinin denklemidir.

Genel olarak, 6= 0. denklemi ana dogrusu z—ekseniyle o kadar ag1 yapan ko-
ninin denklemidir.

ORNEK: Kiiresel koordinat sistemindeki denklemi p =2 olan yiizeyin kar-
tezyen koordinat sistemindeki denklemini yaziniz.

Coziim: p=2=p>=4=x>+y?+22=4 olur. Buyarigap: 2 birim olan
merkezil kiirenin denklemidir.

Genel olarak, p=a denklemi, yarigapt a olan bir merkezil kiirenin denkle-
midir.

(8.1) bolge doniigiimii igin




[image: image12.jpg]ox Ox  9x |

op 90 ¢
o) _lov o o]
3(p,0,9) | 96 09

oz 9z 9z

p 30 99|

sinBcos@ pcosOcos® —psinBsing
=|sin@sin@ pcosBsing psinBcose

cos® —psin® 0 |

olur. Bu determinant agilir ve gerekli sadelestirmeler yapilirsa

)) p?sin®

bulunur. Buna gére,

bi (%, y.2)dxdyde = [[[ f(psinBcosg, psin®sing, pcosd) p?|sind ldpdode
G D

olur.

integrasyon bolgesinin bir kiire par¢asi olmasi halinde kiiresel koordinatlar
kullanmak yararlidir.

ORNEK: Kiiresel koordinatlara gegerek

7
\afx v”’x ’)

Je= f ] [ (&4 dedyax

—a —ya2—y?

integralini hesaplaymiz.

Coziim:  Verilen integralin integrasyon bolgesi, a yarigapli merkezil kiirenin
iist yarisidir.

Sozkonusu yarmm kiire igindeki bir noktanmn orijine olan uzakligi 0 dan a ya
kadar degisebileceginden 0 <p <a dir.

Birucu O orijinde ve uzunlugu a kadar olan dogru pargasinin oz—ckseni ile

yaptig1 aginin Sl¢iisii 0 olsun. 8, sifirdan g’ ye kadar degisirse OP dogrusu bir
ceyrek daire tarar. Eger bu geyrek daire Oz—ckseni etrafinda 27 kadar don-
diiriiliirse, yani, @ sifirdan 27 ye kadar degistirilirse bir yarim kiire olusur. Su
halde kiiresel koordinatlarin degisim araliklari

0<p<a, 0<0<%7 0<@<2m

olacaktir. Buna gore,




[image: image13.jpg]©
B
B
&
s

I'= (p?sin20.cos2g + p?sinBsin’e)p?| sin @ |dpddde
@=00=0 p=0
o a 5 27 B2
. £ a 5
= Of Oj pzsmze.pzsmedpded(p:?)f (3[ sin>0d0de
0 0

s nf2
=2 [ [ (1-cos*)sin6 dodg
0 0

B

= %5 / (7 cosf + % c0539>

do
0

Pl @’
:?Of 3do="5

W

21
4
=q5Ta

olur.

xyz koordinat sisteminde bir M(x, y, z) noktasi alalim. M noktasinin xy diiz-
lemindeki dik izdiigiimii M, ve M, noktasmin xy diizlemindeki kutupsal ko-
ordinatlart (r, @) olsun. Buna gore,

X =7rCcosQ
y =rsing
Z2=%

olur. Bu déniisiimiin Jakobiyen determinanti

cos¢ —rsing 0

x,y,2) _| .

o =|sing rcosg O|=r

a(r, 9,z

(rnee) =7 & 1
oldugundan

/fff(x, v, z)dxdydz = ffff(rcos(p, rsing, z)r drdodz
¢ D

olur.

Integrasyon bdlgesinin bir silindir pargasi olmasi halinde silindirik koordinat-
lart kullanmak yararlidir.




[image: image14.jpg]ORNEK: Silindirik koordinat yardimiyla

2 V=2 22
I= f f f z(x2+ y2)dzdxdy
o

integralini hesaplaymiz.

Corziim:  Integrasyon bolgesi, alttan xy diizlemi, iistten z = m konisi,

yandan x2+ (y — 1)? = 1 silindiri tarafindan sinirlanan bolgedir.

Simdi s6zkonusu ytizeylerin silindirik koordinatlardaki denklemlerini bulalim.
e O e =R

Py -1 =1=2x2+y2=2y5r>=2rsing=r = 2sing

olur. Buna gére, z = /x2+ y? konisinin silindirik koordinatlardaki denklemi

¥ z=r, x2+(y—1)’ = 1 silindirinin denklemi r= 2sin@ olur. Su halde
2 7z 2sing
= f f fer,rdzdrd(p
| ©=0 r=0 z=0
7 2sin@ 2|7 1 7 2sing
- 2z 3 - 5
- = f 5 Or“drd(p =5 f f rdrdo
0 0o 0 0 0
n v/ 3
1 2sin@ 64 5 16 . 3
= 66[ 76 ‘0 drde = ﬁo/ sin®pde = ?6[ (sin?q) do
_mﬁ(l—coshp)d
3 p 2

olur.




[image: image15.jpg]A) HACIM HESABI

p C KATLI INTEGRALLERIN UYGULAMALARI

Ug kath integrallerin, Matematik, Fizik ve Mithendislikte gok gesitli uygula-
malari vardir. Bu kesimde bunlardan hacim, kiitle ve agirlik hesabi gibi uygu-

lamalarini gorecegiz.

Ug katli integrali tanimlarken, siirekli her f fonksiyonu igin

Zf( x5 Vi 24) AV, = ffj f(xy,2)dxdydz

HPH 04

e e e s

oldugunu gérmiistiik. Eger her (x,y,z) € G igin f(x,y,2z) =1 ise, yukardaki

esitlik

lim ZIAVk = [[[ dxdydz
G

lIPll-0

seklini alir. Sol taraf, pargalanmadan bagimsiz olarak, G bélgesinin hacmi ola-

cagindan, yukandaki esitlik

G nin hacmi = ff dxdydz
G

bigiminde yazilabilir. G nin hacmi V" ise

- [ff v

G
olur.

Eger, hacim kiiresel koordinatlarda hesaplanacaksa
v=[[[ p*lsin0ldpdode
G

olacaktir.

Eger silindirik koordinatlar kullamlarak hacim hesaplanacaksa
V= f./:[rdzdrd(p
G

bagitisin kullanmak gerekir.




[image: image16.jpg]ORNEK: z=5—x%—)% ve z=4x+4y? paraboloidleri arasinda kalan bol-
genin hacmini bulunuz.

Céoziim: Hacmi istenen bdlge yandaki sekilde gosterilmistir. Bu bolgenin xy
— diizlemi iizerindeki dik izdiisiimii x? + »? < I dairesidir (neden?)

Silindirik koordinatlara gegilirse, x> +3? = ? oldugundan, paraboloidlerin
denklemleri z=5 -7 ve z=4/> olur. Bu durumda

m 1 5=r7 1 2
V:fffrdzdrd(p:f f f rdzdrdtp:f f rz 5:’ drde
& 6 0 42 0 0 L
2 1 2ﬂr2 r4‘
:5[ Ofﬁ(l—rz)rdrd(p=50f szod(p

2

=5 e e
—Z-Of d‘P_Z 27t—2n

olur.

ORNEK: x% + y? + 72 = o2 kiiresinin iginde, 3z = x% + y? konisinin disinda
kalan bolgenin hacmini bulunuz.

Céziim:  Once koninin kiiresel koordinatlardaki denklemini bulalim.

32 =x2+y2=
3.p2 cos?0 = p?sin®@cos?¢ + p?sin?Osin’@
=3c0s20 = sin?0 = tan®0 = 3= tan® =++/3

=G=% vee:%’E olur.

2
2w 3 a
v=[ [ [psinedpdede

0 z 0
3

5 ’zsl % ZT”

=4 [ [ sin6dodo=%(~cos®)|, do

0 7z 3

3

a 7 2
:?.I.J d(p=§na3

olur.




[image: image17.jpg]ORNEK: 4y = 16 — a2 silindiri, y = 0, z= 0 ve z = 3 diizlemleri arasinda
kalan bélgenin hacmini bulunuz.

Céziim: L Yol: Hacmi istenen bdlgenin xOy diizlemi tizerindeki dik izdii-
stimii 4y = 16 — x? parabolii ile x— ckseni arasinda kalan bdlgedir. Buna gore

Lg.s2
4 6=

v= [ [ dzayax
=4 0
4 S06=22)

= [ 3dyax
—4 0

4

=64
—4

3 fl(m—xz)dx—é«(m—x—])
X =g 3

birim kiip olur.

I1. yol: Hacmi istenen bélgenin xOz diizlemi {izerindeki dik izdiisiimii, kenar
uzunluklar1 8 ve 3 birim olan bir dikdértgendir.

Buna gore;

%(]6—){2)

=/ [ [ waa

4 0 y=0

3
[ 506-)dzax
-4 (O

I
=

4 3 4

Lt —2). _3 )
[ 406 x)z’dx—4f(l6 x2)dx
4 0 -4
=64

birim kiip olur.

ORNEK: Birinci bolgede p = a kiiresi ve 9 =0, ¢ = % yari diizlemleri ara-
sinda kalan bdlgenin hacmini bulunuz.
Cozitm: Hacmi istenen bolge yandaki sekilde gosterilmistir.

T

fpzsinedpded(p= f fz%%
0 o 0

a
s sin© db do

g
I
o
o
° o
\om ’\m‘a

Il

R,

bulunur.




[image: image18.jpg]B) KUTLE HESABI

”

Bilindigi gibi, bir cismin kiitlesi onun hacmi ile yogunlugunun garpimidir. Eger
o sabit degilse, bu takdirde cisim G, G,,--+,G, seklinde pargalara ayrilir.

(x;, Vi z;), G, nn herhangi bir noktas olmak iizere toplam kiitle, yaklastk ola-

n
rak, Z G(x,:, ¥ z;)AVk olacaktir. Burada AV,, G, nin hacmini gostermektedir.
k=1
Pargalanma ne kadar ince yapilirsa yaklagiklik o denli iyi olur. O halde cismin
kiitlesi
0

M=l kzzll“(xi’ Vi Z)AV,

olacaktir. Eger 6 (x, y, 2) integrallenebilen bir fonksiyon ise bu limit ti¢ katlt
integrale esit olacagindan

M= [[f oy, 20av = [[[ o(x..2) dxdyde
& ¢

olacaktir.

Eger 6(x,y,z) = ¢ (sabit) ise
M=cfffdxdydz:c.V
¢

olur.

ORNEK: x2 + y? + 72 = o kiiresinin iist yarist ile z= 0 diizlemi arasina yer-

lestirilen bir cismin her noktadaki yogunlugu o noktanin orijine olan uzaklig
ile orantilidir. Bu cismin kiitlesini bulunuz.

Ciziim: Sozkonusu bolge sekilde gosterilmistir. Kiiresel koordinatlara gegi-
lirse, k orant1 katsayisi olmak iizere

w5 4
M:f f fk.pApzsinedcded(p
6 0 0

2 %P‘la
s f ffosineded(p
0 0
3 2 % 27
=ja* | —cos® d(pzza“f do
6 0 0
=g
—2ka

bulunur.




[image: image19.jpg]ORNEK: x+y+z=a, x=0, y=0, z= 0 diizlemleri tarafindan sinirla-

nan piramit igine yerlestirilen bir cismin her noktadaki yogunlugu, o noktanin
xy diizlemine olan uzakligna esittir. Bu cismin kiitlesini bulunuz.

Cioziim: S6z konusu bolge yandaki sekilde gosterilmistir.

o(x, y,z) = z olacagindan

aa-xd—x~Yy aa—x
M= [ [ [ zddyax=7% [ [ (a—x-y dvax
o0 0 0 0
a a=x
Y
0 0

a

_la . T
_66/(a x) dx—4A6(a x) X

at

~24
olur.

ORNEK: 2z = x2+y? paraboloidi ile z=2 diizlemi tarafindan sinirlanan

-~ - 2 z o . s -
cismin yogunlugu o(x,y,z) = W o dir. Bu cismin dzkiitlesini bulunuz.
bl

Coziim: Silindirik koordinatlara gegilirse

M= fffo‘(x, y, z)dxdydz
é

:éffﬁdxdydz
2 22 2 2 Z2 3
, =0f ofﬂ/fz;rdzdrdq):(]f 0/7'1/,zdrd(p

bulunur.




[image: image20.jpg]) AGIRLIK MERKEZININ BULUNMASI e

G bolgesine yerlestirilen bir cismin (x, y, z) noktasindaki yogunlugu p(x, y, z)
olsun. Iki katl1 integraldeki diisinceyle, agirlik merkezinin koordinatlarinin

= ﬁ fffxc(x, ¥, 2)dxdydz
G

¥ e % fffyc(x, y,z)dxdydz
G

= %fffzc(x,y, 2)dxdydz
G

olacag1 kolayca gosterilebilir.

=

Iall

ORNEK: Ustten  z=x?+y? paraboloidi, alttan xy diizlemi, yandan
p

x?+y? = 4 silindiri tarafindan siirlanan homogen cismin agirhk merkezini

bulunuz.
z Coziim: o(x, y,z) =k olsun.
M= fffc(x, v, z)dxdydz = fffkdxdydz
‘ Va—a? 22452 ‘ 2 Va2
=k [ [ ddyax=k [ [ (2+y)dydx
—va—s2 0 2 /a2

olur. Kutupsal koordinatlara gegilirse

2 2 2
M=k [ [rradp=k [ %
0o 0 0

bulunur. Verilen cismin y=0 ve x=0 diizlemlerine gérev simetrik ve homo-
jen oldugundan X = y = 0 dur. Simdi z koordinatin1 bulalim,

&= ﬁfcffm(x, Y. 2)dxdydz = 8%[([ 2kdxdydz

olacaktir. Silindirik koordinatlara gegilirse

2
=4k [ do=8kn
0

1 m B @2 1 m 2,
Zzﬁf f fz,rdzdrdcp:mf fzz\(r) rdrdo
0 r=0z=0 0 0
2 2
ff‘drd :Tf%ﬁodq’

bulunur. $u halde cismin agirlik merkezi (0, 0, %) noktasidir.




