MAK310 - TERS LAPLACE DONUSUMU

Kismi Kesirlere Ayirma Yontemi
s+1 A A,

o e c. o F(s)= =_1
A) Basit kokler hali:  F(5) S5+2) s T2

Sabitlerin bulunusu;

1 1
A, - S+ 1
s(s+2]_=ﬂ 2
_ s+1 _—1_1
TS 2 2
11 1 1
Boylece, Fis)=——+——
g (5) 2s 2s5+2
1 1
ve, f(t) = EU(-I:) + Ee B U(t)

burada U(t) birim basamak fonksiyonudur,

1 1
f(t)=—+—e™", t=>0
2 2

Sonucun t=0 ve t<0 icin sifir oldugunu kabul ediyoruz. Bu durumda genel olarak:

1 1 4
f(t)y=—+—e™
(t) >3

B) Katli kokler hali:

| A A A
F(s)= 5 — =1+ 24
s‘(s-l—E] s+2 s s

8T+l 5

: 5 (s+2) L, 4
si+1 1

A —_> T2 | _2
: S (s +2) L 2

Az katsayisini bulmak igin,
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-

5? +]=52(S+E]L

A, +Al+33]
S »l

5+2 5°

=5’A, +s(s+2)A, +(s+ 2) A,

s ‘nin ayni uslerini esitleyerek,

n.n

s" Ussu Denklem
2

s 1=A,+A,
st 0=2A,+A,
s° 1=2A,

A4, Ay, and Az bulmak icin bu denklemleri kullanabiliriz. Buradan A,=-0.25 bulunur.

5 1 11 11
Boylece, F(s)=———————+ 3

4s5+2 4%

32
5 5 1 1

ve f(t)=—e™=" ——+—t
4 4 2

(burada f(t)=0 tim t<0 igin).

C) Karmasik kokler hali
Asagidaki ifadenin paydasindaki ikinci terimin kokleri komplex (karmagik) tir.

F(s) = sv3
(s+5)(s" +4s+5)

1) Method

F(s) fonksiyonunu basitlestirip Laplace Donusum Tablosunu kullanabiliriz.
Paydadaki ikinci terimin komplex kéklerini bularak fonksiyonu kesirlere ayirabiliriz.

F(s) = 5+ 3 _ 5+ 3
[s+5](sz+4s+5) (s+5)(s+2-j)(s+2+j)
_ A N A, N A,

(s+5) (s+2-j) (s+2+j)
Burada,
A =(s+3)F@)| .
A, =(s+2—j)r~(s)|5=_2+j

A, =(s+2+ j]F{S)L=—:—j =A]
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http://lpsa.swarthmore.edu/LaplaceZTable/LaplaceZFuncTable.html

Burada A, and A; birbirinin complex eslenigi olmalidir. Gerekli hesaplamalari yaparak

S+3
Ar=(s+ S)F(S)L“i s s+ ‘5] e

3=-3

5+3
s+5](s+2+j)

A,

(s+2 — j)F(S)|5=—2+j = (

3=—2+]
—2+j+3
(—2+j+5){—2+j+2+j]

=0.1-0.2]
A;=(s5+2+]j)F(s)|_, =A]=01+02]

Bdylece,

02 01-02j 0.1+0.2]
+ +

F(s) = : :
5+5 s5+2-] s+2+]

—t].2+t].1—t].2j . 0.1+0.2j
s+5 s+2-] s+2+]

f(f)=-0.2e7" +(0.1-0.2j)e' ™" +(0.1+ 0.2j)e

F(s) =

——0.2e " +e™ _I].](e“ + e_“] - I].Ej(ej‘ - e_“]

[ (e“ +e_j‘] (ej‘ —e_ﬁ]

2j

=_02e " 1e™0.2 +0.4

——0.2e"" +0.2cos(t)e " + 0.4sin(t)e ™
2) Metod: paydadaki ikinci terimi polynomial olarak birakirsak,

F(s) = s+3 _ A Bs+C

(s+5](sz+4s+5}_S+5+sl+4s+5

Onceki metodla A;=-0.2 olarak bulmustuk. B ve C sabitlerini bulmak icin,

s+3=(52+4s+5](3+5)L A 1BS+C ]
s+5 s +4s+5
=(52+4s+5]ﬂ+(5+5)(ﬂs+0]

=(A+B)s*+(4A +5B+C)s+(5A +5C)
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Ayni s UslU terimleri esitleyerek,

s Usst  Sol taraf
katsayisi

2inci(s’) 0 A+B

Sag taraf katsayisi

linci(s) 1 4A+5B+C

Omci(s’) 3 B5A+5C

A,=-0.2 oldugu bilindiginden, yukardaki esitliklerden, (0=A+B) den B=0.2, ve
(3=5A+5C) den C=0.8 bulunur. (1=4A+5B+C) kullanarak sonucu control edebiliriz.
Fonsiyonu sonug olarak,

—02 025+038

F(s)= +
8+5 g°+45+5

Ters Laplace donusumu,

0.2 . 0.25+0.8
s+5 s +ds+5
02 02s+0.38

+ -
5+5  (s+2) +1

f(t)=—-0.2e7" +0.2cos(t)e™ + 0.4sin(t)e™

F(s)=

3) Method:

S+3 B S+3
(s+5)(s*+4s+5) (s+5)(s+2-j)(s+2+])
— A, + A, + AB
(s+5) (s+2-]) (s+2+])
Burada A ve As birbirinin komplex eslenigi oldugunu biliyoruz: A, = A:

F(s) =

Bu durumda,
A, =Ke¥
A, =Ke™
(Im(A.)
burada K = [A - A, =tan!! 2
Ad & z = tan \Re(A)

Komplex eslenik terimleri basit birinci derece terimler olarak yazariz,
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(s+2-]) (s+2+]) (s+2-1j) +[5+2+j]
L Ke'* Ke*  mite(2iE it a2t
E{[5+2—j)+[5+2+j)}_}{e]e + Ke e
—Ke2 (Eju;tw;u i e—j-ﬁ,t+¢j)
[eji_t+¢j n e—ji_tﬂ:,'-)
2
=Me™" cos(t + ¢)

=Me™ cos(wt + ¢

A, A, Kel* Ke¢

=2Ke™

Burada, M=2K. Frekans (w) ve s6nim katsayisi (o), A2 nin paydasinin
kokunden belirlenir. (bu terimin kokl, s=-2+j). Frekans kokun imajinari
kismidir, w=1 ve sonim katsayisi kékiin gergek kismi, 0=-2. Onceki

metodlardan,
A, =(s+5) F(S)L__5 =-0.2

A, =(s+2-j)F(s)|_,, =0.1-0.2]

A, =(s+2+ j)F(s)L_z_j =A;=0.1+0.2j
ve

K=|A,|=|A,|=+0.12+0.22 =0.224

¢ =<K =tan(0.2/0.1) =63 .4°

M=0.448

Buradan,
f(t) = -0.2e™ + 0.448e™* cos(t + 63 .4°)

Bu 6nceki bulunan sonuca esdegerdir.
f(t) = -0.2e”™ + 0.448e* cos(t + 63.4°)

=-0.2e™ +0.2cos(t)e™ + 0.4sin(t)e™

4) Method:
2 —
F(s) = 25{52+85 5\:ﬂ+ﬂl_22+ Bs+C

S5 + 25+ 3| 5 5 S+25+5

A, Bs+C
=t
S S+254+5

) A
55" +85-5=5%(5"+25 +5]i\ﬂ+
\ N g
=A, (5% +25% +55) + A, (s* + 25+ 5) +Bs® + Cs
Ayni s Uslerini gruplayarak,
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s Usleri Denklem

53 0=A{+B
s? 5=2A;+A,+C
st 8=5A,+2A,
s° -5=5A,

Bu denklemlerden,

A, =-1

A, = 8+2 _,

5
C=5-4+1=2
B=-A=-2

Bdylece,
F(s) =E_l+ -25+2

S 5§ S +25+5
Son terim istedigimiz gibi degildir. Uygun sekilde kare alirsak,

2 1 -25+2
Hs)==-=+—"-+
S S (s+1) +4

Buradaki tim terimler Laplace dénlsum tablosundadir. Bdylece,

f(t)=2-t+e"(2cos(2t) +2sin(2))

5) Method:

58* +8s-5 55 +85-5
s?(s?+2s+5) s°(s+1-2j)(s+1+2j)

F(s) =

Bu fonksiyonu 4 terim toplami olarak yazabiliriz Komplex terimler, A;=A;*)

55°+8s-5 _ A, A A, A

F(s) = — _ =14+ 24
(s) s*(s*+2s+5) s s° s+1-2j s+1+2j

Burada, (s+1-2j)(s+1+2j)=(s*+2s+5))

P

‘A, A, A A, ) N N
— 4+ = - 1-2 1+2

| s s +S+1—2j+5+1+2j_}}t s°(s+ J)(s+1+23))

=As(s+1-2])(s+1+2j)+A,(s+1-2])(s+1+2j)+ As*(s+1+2])+As

=A;5(s°+25+5)+ A, (5" +25+5)+ A;s7(s+1+2])+ As*(s +1-2j)

55 +85-5 =
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S nin benzer Usleri,

s Usleridenklem
s® 0=A;+As+A,
s 5=2A1+A,+(1+2j)As+(1-2))A,
st 8=5A,+2A,
s° -5=5A,
Elle yada MatLab kullanarak ¢ozebiliriz:

>> A=[1 01 1; 2 1 1+23 1-23; 52 0 0; 05 0
01;

>> b=[0 5 8 -5]"';

>> inv (A) *b

2.0000

-1.0000

-1.0000 - 1.00001

-1.0000 + 1.00001

burada,
A =2
A =-1

2
A, =-1-1j=+22225°
A, =-1+1j=+2 -135°

=
1+ -1-j N -1+

2
Fs)=—-—=
() s 5° s+1-2j s+1+2j

As terimin paydasinin koku s=-1+2j (yani, payda 0O gider s=-1+2j oldugunda), Az nin
biyUkligi V2, ve agisi 225°. Bdylece, M=2v2, ¢=225°, w=2, ve o=-1. f(t) igin
cozersek, t
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f(t) =2 - t+ Me™ cos( ot + o)
=2 - t+242e " cos(2t + 225°)

Bu ifade dnceki sonucla esdegerdir.

Paydaki polinomun mertebesi paydadakiyle ayni olursa:

Ornek:

2
F(s) = 35 +25+3

s +3s5+2

Once polinomda diizenleme yapariz,

3

52+35+2:;352+25+3

35 +9s+6
-75-3

Fonksiyonu bir sabit ve uygun polinom bolimu olarak kismi kesirlere ayiririz;

Fl[s)=3+—2_}'5_3 =3+ —/s-3
s +35+2 [5+1][5+2)
=3+ Ay +—}E"2
s+1 s+2

A; ve A; icin dnceki methodlardan,

Fll[s}=3+—4 _ A1
s+1 s+2

bdylece

f(t)=35(t) + 4t —11e™

Payda ustel olunca,
Ornek :

-15s -1.5s

s(1+e™>*+e?*)+e

Fls) = s(s+2]

Uygun dizenleme yaparak,
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Fs)=——_+et=_3T1 ! 2z S
s(s+2) s(s+2] s(s+2
1 s SFL a2 1
(s+2) s(s+2) (s+2)

Ikinci terimi kismi kesirlere ayirirsak,

=

1
(s+2) Hﬁ 2 (s+2)

( )\
F(s) = —— ! ,eus 1l 1 1 J+e‘2'25,

Her terimin ters Laplace donlisimunu yaparsak,

i ) 7 ) .
ft) = e24(t) +| % - % e'z-‘-l-ﬁ-'J Ht-1.5)+e2"¥(t-2.2)
W
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